Heft 4
ELEKTROSTATIK - BASIS VON BLITZ UND FAX (-)

Die von mir gewihlte Aufteilung der Elektrodynamik in die quasi-statischen Phéinomene
der FElektrostatik und Magnetostatik und in den von den zeitlichen Verédnderungen
der elektrischen und magnetischen Felder dominierten Teil der Theorie, die eigent-
liche FElektrodynamik, hat primér didaktische Vorteile. Sie entspricht aber auch in
etwa der historischen Entwicklung. Bereits im Jahr 1600 berichtete William Gilbert
(* 1544 in Colchester/England; 1 1603 in London) iiber erste Experimente zur Rei-
bungselektrizitit ( v. elerkTpwr (griech.) Bernstein). Aber erst ab etwa 1730 ent-
wickelte sich daraus eine wissenschaftliche Theorie, insbesondere durch Arbeiten von
Charles Frangois de Cisternay du Fay (* 1698 in Paris; 1739 ebenda), von Otto von
Guericke (* 1606 in Magdeburg; t 1686 in Hamburg) *und von dem Buchdrucker, Poli-
tiker und Naturwissenschaftler Benjamin Franklin (* 1706 in Boston/Mass (damals
Neu-England); t 1790 in Philadelphia/Pa.(USA)), der als erster die Begriffe posi-
tiv bzw. mnegativ zur Unterscheidung der unterschiedlichen Typen von elektrischer
Ladung benutzte und u.a. den Blitzableiter erfand. Charles Augustin de Coulomb (*
1736 in Angouléme; 1 1806 in Paris) schlieflich gelang es, den Zusammenhang zwi-
schen den elektrischen Ladungen und den von ihnen erzeugten Kriiften als Hypothese
quantitativ zu formulieren. Spéter gelang ihm auch die experimentelle Bestéitigung
mit Hilfe einer Drehwaage. Danach wandte sich das Hauptinteresse der physikali-
schen Forschung rasch anderen, nur lose mit der Elektrostatik verkniipften Gebieten
zu, zunichst insbesondere der Elektrochemie und der Elektrodynamik. Auch wenn
sie in der universitédren Lehre inzwischen eher unbeachtet bleibt, ist die Elektrostatik
dennoch bis heute ein technisch bedeutendes Gebiet geblieben. Sie wird nur oft bzgl.
dieser Bedeutung unterschitzt. Als Stichworte zur Untermauerung dieser Behaup-
tung nenne ich - neben dem Wettergeschehen - den elektrostatischen Kopierer, die
elektrostatische Stabilisierung von Dispersionen und die Vermeidung elektrostatischer
Aufladungen bei schnell laufenden Produktionsmaschinen, die bei entsprechend reak-
tionsfihigen Verarbeitungsprodukten eine starke Explosionsgefahr darstellen. Auf
einige dieser technisch bedeutenden Anwendungen der Elektrostatik werde ich im
Laufe dieses Heftes noch niher eingehen, insbesondere im Kapitel 4.8.

*Guerickes Arbeiten stellten allerdings nur bzgl. der experimentellen Vorgehensweise einen
Fortschritt dar. Seine aus den Ergebnissen formulierten Folgerungen, die Hypothese der Existenz
kosmischer Kriifte, waren dagegen aus heutiger Sicht eher fortschrittshemmend.
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Wenn wir einmal das Wettergeschehen auler Acht lassen, bei dem beachtliche
Stromstirken auftreten, dann ist ein typisches Kennzeichen von durch elektrostatische
Vorginge dominierten Situationen das Auftreten relativ hoher elektrischer Spannun-
gen an Objekten mit relativ niedriger Kapazitit (zur Speicherung von elektrischer
Ladung), so dass letztlich nur vergleichsweise niedrige Strome flieBen konnen. Als
in die Elektrostatik einfithrende Literatur nenne ich [1] und [2].

Bei der Darstellung der Elektrostatik bin ich des ofteren gezwungen, bereits
thermodynamische Begriffe zu verwenden, die ich erst im Heft 8 einfithren werde. Dies
trifft insbesondere auf das Kapitel 4.4 zu. Ich werde hierbei auf jeden vorab ange-
botenen Erkldarungsversuch fiir diese Begriffe verzichten, bitte den Leser hierfiir um
Nachsicht und verweise zur Begriindung dieser Vorgehensweise auf die diesbeziiglichen
Ausfiihrungen im Kapitel 1.5. In dem Kapitel 4.4 werden wir zum 1. Mal intensiv
von dem Konzept des System-Responses Gebrauch machen sowie von der Darstel-
lung periodisch verdnderlicher Groflen durch komplexe Zahlenwerte. Deshalb habe
ich die hierfiir erforderlichen mathematischen Grundlagen in den nun folgenden bei-
den Kapiteln zusammengefasst.

4.1 Komplexe Zahlen und Funktionen (-)

Komplexe Zahlen sind von essentieller Bedeutung fiir das Gebéude der Mathema-
tik ebenso wie fiir das der Physik. In der Mathematik wurden viele Aussagen der
reellen Algebra und Analysis sowie der Zahlentheorie auf dem Umweg iiber die The-
orie der Analysis komplexwertiger Funktionen bewiesen. Letztere wird iiblicherweise
(wenn auch wenig préizise) als Funktionentheorie bezeichnet. In der klassischen
Physik spielt die Funktionentheorie insbesondere bei der Behandlung von System-
Antworten (Kapitel 4.2.3) eine entscheidende Rolle. Wir werden ihr insbesondere
immer dann begegnen, wenn es um die Beschreibung zeitlich und/oder &rtlich pe-
riodischer Vorginge geht. Fiir die Quantenmechanik, deren fundamentales Prinzip
der sog. Welle-Teilchen-Dualismus ist, also die Aussage, dass jedes physikalische
Objekt sich je nach den vorherrschenden experimentellen Bedingungen eher wie ein
Teilchen oder eher wie eine Welle verhilt, ist die Funktionentheorie von Anfang an
unverzichtbar.

4.1.1 Algebra der komplexen Zahlen (*)

Wir haben bereits mehrere Erweiterungen einer Zahlenmenge kennengelernt (Ab-
schnitt 3.1.4), die ihre Begriindung jeweils darin fanden, dass durch diese Erweiterung
die Ausfiihrung einer bestimmten Rechenoperation nicht mehr aus der betrachteten
Menge herausfiihrt. So ermoglichte die Erweiterung der natiirlichen zu den ganzen
Zahlen, dass die Subtraktion als Umkehrung der Addition immer zuléssig ist, und die
Erweiterung der ganzen zu den rationalen Zahlen sichert die generelle Anwendbarkeit
der Division als Umkehrung der Multiplikation. Analog werden die komplexen Zahlen
oft in der Weise eingefiihrt, dass eine immer mogliche Radizierung als Umkehrung
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der Potenzbildung gefordert wird:

y=2>=1=/y (4.1)
Die im Korper der reellen Zahlen nicht existierenden Losungen dieser Gl. 4.1
y<0=x¢R (4.2)

werden nun mit Gewalt erzeugt, indem die Existenz der neuen Einheit
1=+v—-1 (4.3)

als a priori gegeben angesehen wird und ebenso die Regel, dass man mit den auf diese
Weise konstruierten Ausdriicken der Form

z=a+b-i; a,beR (4.4)

genauso rechnen darf, wie man es von den reellen Zahlen her gewohnt ist. Diese
Vorgehensweise erzeugt zu Recht bei jedem Neuling ein sich tief eingrabendes Unbe-
hagen. Sie entbehrt in der Tat jeder mathematisch-logischen Strenge. Ich werde im
folgenden den logisch korrekten Weg zu den komplexen Zahlen skizzieren, dabei aber
wieder die meisten Beweise auslassen. Auflerdem werde ich einige wenige Begriffsbil-
dungen und Aussagen bereits jetzt verwenden, die wir in logischer Strenge erst im
Kapitel 7.4.1 kennenlernen werden. Als Literatur der komplexen Analysis verweise
ich auf [30].

Wir beginnen diesen Weg unmittelbar mit der Definition einer komplexen Zahl:

Definition 118 FEine komplexe Zahl ist ein 2-dimensionaler Vektor mit reellwer-
tigen Komponenten:
z=(zy) ; z,yeR (4.5)

Die Addition zweier komplexer Zahlen ist auf Grund der Vektoreigenschaft
unmittelbar erklért (ndmlich als komponentenweise Addition). Die Menge aller auf
diese Weise definierten komplexen Zahlen werden wir mit dem Zeichen C abkiirzen.
Wir gehen jetzt aber iiber dieses Konstrukt des 2-dimensionalen Vektorraums hinaus
und definieren in C auch eine Multiplikation o, deren Ergebnis wieder in C liegt:

Definition 119 Die Multiplikation o zweier komplexer Zahlen z; und zy ergibt sich
aus der Rechenvorschrift

21 = (531;?/1) y A2 = (532;?/2) = 21029 = (Il “To — Y1 Y2301 Y2+ To - y1) (4-6)

An dieser Stelle des eingeschlagenen Weges ist die Bezeichnung komplexe Zahl
nur ein Name, eine Verbindung mit der Quadratwurzel negativer Zahlen liegt (noch)
in weiter Ferne. Auch der eventuelle Zusammenhang zwischen der im R! erklirten
Multiplikation - und der neuen in C definierten ebenfalls als Multiplikation bezeich-
neten Operation o ist noch in keiner Weise offensichtlich. Fiir diese Operation gelten
folgende Aussagen:
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Theorem 120 Der Vektorraum C, vermindert um das Element (0;0) bildet bzgl.
der durch 119 erklirten Operation o eine kommutative Gruppe, d.h. es gelten die im
Abschnitt 7.4.1 erklirten Axiome 15 bis 18.

Da diese Axiome insbesondere die eindeutige Existenz des inversen Elemen-
tes zu jeder Multiplikation fordern, musste das Nullelement ausgeschlossen werden,
denn es gilt ja

20 (0;0) = (0;0)V ze C (4.7)

Die eindeutige Existenz des inversen Elementes ist aber gleichbedeutend mit der Exis-
tenz der Umkehroperation zu o. Diese nennen wir dann die Division und schreiben
sie

210W =23 & W= 2\ 21 (4.8)

Dieser spezielle Bruchstrich \ steht an dieser Stelle (noch) in keinerlei logischem
Zusammenhang mit dem fiir die Kennzeichnung der Division 2-er reeller Zahlen be-
nutzten Bruchstrich.

Theorem 121 Fiir den Vektorraum C mit der Multiplikation o gilt das Distribu-
tivgesetz
210 (294 23) =21 029+ 21 0 23 (4.9)

Der Beweis dieser beiden Aussagen 120 und 121 gelingt durch einfaches Nachrech-
nen, s. Aufgabe 1. Einen Vektorraum, in dem zusitzlich eine weitere Operation erk-
ldrt ist, fiir die die Sétze 120 und 121 gelten, bezeichnet man aber als einen Kérper.
Fiir den Korper C gelten alle algebraischen Rechenregeln, die auch fiir den Korper
der reellen Zahlen gelten. Denn sie wurden ausschliefllich auf Basis dieser Axiome
bewiesen.

Die komplexe Zahl z*, die dadurch aus z entsteht, dass man das Vorzeichen
der 2. Komponente wechselt, bezeichnet man als die zu 2z konjugiert komplexe Zahl,

z=(1y) = 2" = (z;-y) (4.10)
Diese Zuordnung z — z* ist offensichtlich immer eindeutig. Auflerdem gilt offenbar
202" = (z;y) o (2;—y) = (¢* + % 0) (4.11)

Fiir komplexe Zahlen, bei denen jeweils eine Komponente verschwindet, gilt offen-
sichtlich

(2150) 0 (22;0) = (21 - 22;0) (4.12)
(0591) 0 (0392) = (—y1-¥2;0) (4.13)
0;9) = (0;y) 0 (0;9) = (-4 0) (4.14)
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D.h. bei komplexen Zahlen, deren 2. Komponente verschwindet, reduziert sich die
Multiplikation o auf die im Bereich der reellen Zahl definierte Operation - der Mul-
tiplikation der 1. Komponente. Wir diirfen also - ohne einen Fehler zu machen -
die komplexen Zahlen mit verschwindender 2. Komponente mit den reellen Zahlen
identifizieren! Komplexe Zahlen mit verschwindender 1. Komponente nennen wir
imagindre Zahlen. Wegen der Vektoreigenschaften der komplexen Zahlen lidsst sich
jede imaginére Zahl darstellen als

Oy)=y-(0;1) =y (4.15)

Den Basisvektor (0;1) der imagindren Zahlen werden wir wie allgemein iiblich mit
dem Buchstaben i abkiirzen. Mit dieser Konvention l4sst sich nun aber jede komplexe
Zahl in der Form

z=x+1-y (4.16)

darstellen, und die spezielle Regel fiir die Multiplikation o ist formal verschwunden.
Sie verbirgt sich hinter der Bedeutung der imaginéren Einheit ¢ mit der Eigenschaft

2 = -1 = (4.17)
21025 = (x14+1-1y1) (T2+7-y2)
= Ty To+i-Ty Yo +ioTro Yo — Y1 Y2)
= (1 o —y1-y2) + 1 (1 Y2+ T2 y2) (4.18)

D.h. allein durch Verwendung der Gl. 4.17 in Verbindung mit der gewohnten Mul-
tiplikation - im Bereich der reellen Zahlen reproduziert sich bereits die Multiplika-
tionsvorschrift 119 fiir die komplexen Zahlen. Eine analoge Aussage gilt fiir die Divi-
sion. Auch hierbei diirfen wir also unter Beachtung der bereits genannten Vorschriften
die Operation z;\z; mit der Operation i—; identifizieren.

Die oben abgeleitete Beziehung 4.11 bedeutet, dass die Grofle z o z* nichts
anderes ist als das Quadrat der Lénge des 2-dimensionalen Vektors (z;y)

zoz = |z* = (2 +¢%) € R (4.19)

D.h. im Raum der komplexen Zahlen ist iiber diese Beziehung eine Norm erklért und
damit auch ein Abstand, der seinerseits Voraussetzung ist fiir die Entwicklung der im
nachfolgenden Abschnitt 4.1.2 behandelten Analysis der komplexen Funktionen.

Bei vielen konkreten Anwendungen haben der Realteil einer berechneten kom-
plexen Zahl z und ebenso deren Imaginérteil jeweils fiir sich genommen eine besondere
Bedeutung. Zur Vereinfachungen der Schreibweise fiir derartige Beispiele vereinbaren
wir daher die folgende Abkiirzung:

Re(z) fiir den Realteil von z (4.20)

Im(z) fiir den Imaginérteil von z 4.21)
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Es gilt also immer
z =Re(z) +1i-Im(z) (4.22)

Wie jeder andere 2-dimensionale Vektor ldsst sich auch jede komplexe Zahl als Ortsvek-
tor 7 in der Ebene darstellen. Die beiden orthogonalen Achsen entsprechen dann
den Vielfachen der Basisvektoren (1;0) =1 € R! und (0;1) =4, s. Abb. 1. Wenn wir

‘l'ig P=xtiy

20
3 . 4

e
1 2 4eedle Fehor

e,

Abb. 1 Darstellung der komplexen Zahlen als Ortsvektoren in der Gauss-Ebene

den Winkel zwischen diesem Ortsvektor 7 und der reellen Achse mit ¢ bezeichnen,
gilt offenbar

x = r-cosp ; y=r-sing (4.23)
ro= |7 =22 +y? (4.24)
z = r-(cosp+i-sinyp) (4.25)

Die Darstellung in den Koordinaten (r;¢) gem. Gl 4.25 ist die 2. héufig benutzte
Darstellungsart fiir komplexe Zahlen, die Darstellungsebene wird meist als die Gauss-
Ebene bezeichnet. Die 3. Darstellungsart ergibt sich daraus iiber die sog. Fulersche
Formel fiir komplexe Zahlen,

"’ = cosp+i-sing = (4.26)
e = cosp—i-singp (4.27)

Diese Beziehung folgt unmittelbar aus dem Vergleich der Reihenentwicklung fiir die
Funktionen e® einerseits und cos z und sin z andererseits, s. Abschnitt 3.1.9. Wir
konnen daher jede komplexe Zahl auch in der Form

z=71-e" (4.28)

darstellen. Um Verunsicherungen des Lesers zu vermeiden sei betont, dass sowohl in
der Darstellung gem. GIl. 4.25 als auch in Gl. 4.28 die Groflen r und ¢ immer reell
sind,

ro €R! (4.29)
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Im tibrigen sind diese 3 Darstellungsarten vollig gleichwertig, jede mit ihr durchge-
fithrte Berechnung fithrt unabhéngig von der verwendeten Darstellungsart immer zu
demselben Ergebnis!

Nachdem wir nun eine logisch strenge Einfithrung der komplexen Zahlen kennenge-
lernt haben, bleibt fiir den praktischen Umgang mit ihnen noch einmal festzuhal-
ten: Die Rechenregeln fiir jede Art von algebraischer Umformung komplexwertiger
Ausdriicke sind mit denen fiir die reellen Zahlen vollig identisch. Je nach Art der
konkreten Aufgabenstellung ist eine der 3 Darstellungsarten, also nach der Basis-De-
finition 118, nach GIl. 4.16 oder nach Gl. 4.28 von rechentechnischem Vorteil. Will
man einen gebrochenen komplexen Ausdruck in eine dieser Normalformen bringen,
muss man zunichst den Nenner dieses Ausdrucks in einen reellen Ausdruck wan-
deln. Dies gelingt durch Multiplikation mit dem konjugiert komplexen Ausdruck des
Nenners, s. Aufgabe 14.

Als ein Beispiel fiir die in der Einleitung zu diesem Abschnitt genannten Ver-
einfachungen in den mathematischen Strukturen beim Ubergang von den reellen zu
den komplexen Zahlen nenne ich den sog. Fundamentalsatz der Algebra:

Theorem 122 Die algebraische Gleichung
P.(z) = Zai =0 a,€C (4.30)
i=0

hat genau n Lésungen r; € C und es gilt

n

Pu(z) =[]z —m) (4.31)

i=1

Dabei kénnen auch identische Losungen 1, = r; auftreten.

Im Bereich der reellen Zahlen gilt ein analoger Satz nicht! Z.B. hat die qua-
dratische Gleichung 2% 4+ 1 = 0 keine reelle Losung,.

Wenn eine physikalische Grofle komplexwertig wird, bedeutet dies immer, dass
man ihr einen Betrag und eine Phase zuordnen kann. Dies ist i.a. gleichbedeutend
damit, dass diese Grofle einen zeit- und/oder ortsabhéingigen Vorgang charakterisiert
mit im Prinzip beliebigem Verlauf, der aber in eine Fourierreihe bzw. in ein Fouri-
erintegral entwickelt werden kann, s. Absatz Fourier-Rethen auf S. 172. Ich werde
auf diese Frage der Bedeutung komplexwertiger physikalischer Groflen im Abschnitt
4.2.7 nidher eingehen.

Es ist noch interessant anzumerken, dass eine zu den komplexen Zahlen - also
den 2-dimensionalen Vektoren - analoge Konstruktion fiir 3-dimensionale Vektoren
bis heute nicht gelungen ist, also die Definition einer Abbildung R3 ¢R? — R3 derart,
dass die Menge R® — (0;0;0) bzgl. dieser Verkniipfung eine kommutative Gruppe
bildet. (XXX: Hinweis—1)
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4.1.2  Die Ableitung komplexer Funktionen (*)

Um die Konzepte der Analysis auf den Korper der komplexen Zahlen ausdehnen zu
konnen, miissen wir in der Lage sein, Folgen von komplexen Zahlen zu konstruieren
und deren Konvergenz zu untersuchen. Dazu bendtigen wir in C die Definition eines
Abstands. Dieser ist aber bereits durch die Gl. 4.19 festgelegt, so dass wir unmittelbar
mit der Definition der Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktion beginnen kénnen:

Definition 123 Eine Funktion f(2): C — C heift differenzierbar an der Stelle € €
C, wenn der Grenzwert
f(z) = f(&) _ df(z)

— 4.32
|z—€|—0 z—& dz (4.32)

existiert.

Dies bedeutet wieder, dass jede Folge

(f(z;)i:g(f)) (4.33)

konvergent ist und zwar immer gegen denselben Grenzwert, solange nur die Bedin-
gung |z; — &| — 0 erfiillt ist. Das aber ist eine wesentlich stéirkere Einschréinkung
als im Fall der reellen Funktionen f(z) : R' — R!. Anschaulich gesprochen gibt es
im Fall der reellen Funktionen nur 2 Moglichkeiten, sich dem Punkt & zu nihern,
nidmlich von groferen Werten her oder von kleineren Werten (oder in Kombinatio-
nen davon, was aber nichts grundsétzlich Neues ergibt). Im Fall der komplexen
Funktionen f(z) : C — C gibt es beliebig viele verschiedene Richtungen innerhalb
der Gauss-Ebene, aus denen die Annidherung an den Punkt £ erfolgen kann. Fiir
alle diese Moglichkeiten miissen die derart konstruierten Folgen 4.33 zu demselben
Grenzwert fithren. Nur dann ist die Funktion f(z) an dieser Stelle differenzierbar.
Dabher ist keinesfalls jede aus 2 differenzierbaren reellen Funktionen u(z, y) und v(zx, y)
zusammengesetzte komplexe Funktion f(z) = u(x;y) + i - v(z;y) ebenfalls differen-
zierbar! Vielmehr miissen diese beiden reellen Funktionen u(z,y) und v(z,y) eine
ganz bestimmte Struktur haben. Diese Uberlegungen fiihren zum folgenden Satz:

Theorem 124 FEine komplexe Funktion f(z) = u(z;y) + i - v(z;y) ist genau dann
differenzierbar an der Stelle z = £, wenn die Funktionen u(zx;y) und v(x;y) an dieser
Stelle stetig differenzierbar sind und die Bedingungen

ou(x,y) :(%(:U,y) o Ou(z,y)  Ov(z,y)

Ox oy oy Ox

(4.34)

erfiillen.

Diese Bedingungen werden als die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichun-
gen bezeichnet. Der Beweis dieses Satzes gelingt relativ einfach durch eine geeignete
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Grenzwertbetrachtung fiir die reellen Funktionen u(z,y) und v(z,y) an dieser Stelle.
Eine komplexe Funktion, die an einer Stelle £ und in einer gewissen Umgebung um
diese Stelle herum,

UE)={z:1z—-¢&| <oz} (4.35)

differenzierbar ist, bezeichnen wir als an dieser Stelle analytisch. Ist sie in der
gesamten Gauss-Ebene analytisch, nennen wir sie requldr oder holomorph.
Die Analytizitéit ist offensichtlich eine lineare Eigenschaft:

Theorem 125 Jede Linearkombination zweier an einer Stelle & analytischer Funk-
tionen ist an dieser Stelle ebenfalls analytisch.

Mit Hilfe dieses Satzes werden wir jetzt Schritt fiir Schritt die Funktionen
auffinden, die zur Menge der reguliren Funktionen gehoren. Trivialerweise ist die
Identitét regulir:

Theorem 126 Die Funktion f(z) = z ist eine regulire Funktion.
Der Beweis ist trivial, da fiir diese Funktion

Qu(z,y) _ Ov(z,y) . Ou(z,y)  Ov(z,y)

: = 4.
Ox Oy ’ Oy Ox 0 (4.36)

Aus diesen beiden Sétzen 125 und 126 folgt aber unmittelbar

Theorem 127 Jede Potenzfunktion mit endlich vielen Gliedern,

f2)=> a2 (4.37)

st eine requldre Funktion.

Wenn wir nun zu einer Potenzfunktion mit unendlich vielen Gliedern iiberge-
hen, also zu einer Potenzreihe

f)=> a2 (4.38)

dann ist diese Funktion f(z) nur im Konvergenzbereich dieser Reihenentwicklung
definiert und es gilt:

Theorem 128 Fine komplexe Funktion f(z), die sich in eine Potenzreihe entwickeln
lisst, ist im Konvergenzbereich der Rethenentwicklung analytisch.
Den Beweis dieses Satzes findet der Leser z.B. in [30] .



490 Elektrostatik - Basis von Blitz und Fax (-)

Als néichstes wenden wir uns Funktionen zu, die in einem Gebiet mit Ausnahme
eines Punktes analytisch sind und betrachten als einfachstes derartiges Beispiel die

Funktion )

— 4.39
R (139
Der Betrag dieser Funktion steigt bei Anndherung an die Stelle z = z, iiber alle

Grenzen,

lim [f(z)] — o0 (4.40)

z2—20

so dass gem. der Definition 123 f(z) an dieser Stelle nicht differenzierbar ist. Der-
artige singulire Punkte der Nicht-Differenzierbarkeit bezeichnet man in der Funktio-
nentheorie als Pole. Mit Ausnahme ihres Pols bei z = zj ist jedoch die Funktion 4.39
in der gesamten Gauss-Ebene analytisch. Daher gelten die beiden zu den Sétzen 127
und 128 analogen Aussagen:

Theorem 129 Jede komplexe Funktion von der Form

0= T (441)

= (z— 20)F
ist mit Ausnahme ihres Pols bei z = zy in der gesamten Gauss-Ebene analytisch.

Summenausdriicke von einer Form wie in der Gl. 4.41 bezeichnen wir nach
dem Mathematiker und Physiker Pierre Alphonse Laurent (* 1813 in Paris; 1 1854
ebenda) als (endliche) Laurent-Reihe. Héufig wird auch die noch allgemeinere Form
einer Reihe, ndmlich die Summe aus einem Ausdruck von der Form wie in der Gl
4.38 und aus einem Ausdruck wie in Gl. 4.41, also ein Ausdruck der Form

FE) =D a2 +) EE (4.42)
k=1 =1
als Laurent-Reihe bezeichnet. Fiir unendliche Laurent-Reihen gilt der Satz:

Theorem 130 FEine komplexe Funktion f(z), die sich in eine Laurent-Reihe ent-
wickeln ldsst, ist im Konvergenzbereich dieser Reithenentwicklung analytisch.

Damit haben wir als analytische Funktionen diejenigen erkannt, die entweder
aus einer endlichen Potenzreihe oder aus einer endlichen Laurent-Reihe bestehen,
oder die sich in eine konvergente unendliche Potenz- oder Laurent-Reihe entwickeln
lassen. Hier dokumentiert sich also eine eigenartige Strukturierung der komplexw-
ertigen Funktionen: Sobald eine komplexwertige Funktion in einer Umgebung eines
Pubnktes 1-mal differenzierbar ist, ist sie auch zumindest in einem Teilbereich dieser
Umgebung beliebig oft differenzierbar und in eine Potenzreihe entwickelbar.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Die Ableitung komplexer Funktionen
ist noch nicht verfiigbar.)
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4.1.8  Die Integration komplexer Funktionen (*)

Wir wenden uns nun der Integration komplexer Funktionen zu. Da der Raum C der
komplexen Zahlen ein 2-dimensionaler Vektorraum ist, ist eine dhnlich einfache geo-
metrische Zuordnung des Integrals wie im R, namlich als Fliche unter der Kurve,
nicht mehr moglich. Vielmehr steht die strukturell einfachste Integralbildung bereits
in enger Analogie zu dem Linien-Integral im R" (n > 2), s. Abschnitt 3.1.13, wobei
das Skalarprodukt jetzt durch die Multiplikation in C ersetzt ist. Wir betrachten
also eine Parameterdarstellung einer Kurve C' in der komplexen Ebene,

C: z=2(t) ; t,<t<t, ; teR! (4.43)

Wie im Fall des R™ hat auch die in der komplexen Ebene definierte Kurve C' einen
Richtungssinn: Mit von t, nach t;, steigendem Wert von ¢ durchléuft der Wert z(¢) alle
zu C gehorenden Werte, indem er bei z(t,) beginnt und bei z(¢,) endet. Offensichtlich
gibt es zu jeder Kurve C deren inverse Kurve —C', die sich von C nur durch den Rich-
tungssinn unterscheidet. Eine (der beliebig vielen méglichen) Parameterdarstellung
von —C' ist
—C: z2=2(tg+ty—t) ; ta<t<t, ; teR! (4.44)
Gilt
2(ty) = z(tp) (4.45)

bezeichnen wir die Kurve C' als geschlossen. Auch eine geschlossene Kurve hat einen
Richtungssinn! Als Integral einer komplexen Funktion f(z) entlang der Kurve C
definieren wir den Grenzwert

n—1
/f(z) ~dz = lim Z f(z) - (zip1 — 2) (4.46)
zp = 2(t) 5 =t 5 ta=t ; i >t

Die logisch saubere Konstruktion dieses Grenzwertes erfolgt vollig analog zur Vorge-
hensweise im Fall einer reellen Funktion durch Bildung der Ober- und Untersummen
etc. . Daher nennen wir diesen Grenzwert 4.46 auch ebenfalls das Riemann-Integral
der Funktion f(z) entlang der Kurve C. Aus dieser Konstruktion folgen unmittelbar
die beiden Sitze:

Theorem 131 Jede Funktion f(z), die in einem Gebiet G analytisch ist, ist Riemann-
integrierbar entlang jeder Kurve C, die ganz in G liegt.

Theorem 132 FEs gilt

/ f(2) - dz = — / £(2) - dz (4.47)
C -C



492 Elektrostatik - Basis von Blitz und Fax (-)

Etwas aufwendiger ist der Beweis der nun folgenden, als Cauchy-Integralsatz
bekannten Aussage iiber das Integral einer komplexen Funktion entlang einer ge-
schlossenen Kurve, die ein einfach zusammenhdngendes Gebiet umschliet. Darunter
versteht man ein Gebiet G, bei dem das Innere einer jeden geschlossenen Kurve ganz
in G liegt.

Theorem 133 FEine kompleze Funktion f(z) sei analytisch im Inneren einer ge-
schlossenen Kurve C' und stetig auf C'. Das von C' eingeschlossene Gebiet sei einfach
zusammenhdngend. Dann gilt

l%ﬂ@-wzo (4.48)
C

(XXX: den Beweis dieses Satzes wenigstens skizzieren dhnlich wie in [31]7 )

Das in Gl. 4.48 benutzte Symbol f werden wir durchgehend fiir Integrale
iiber eine geschlossene Kurve verwenden. Aus Satz 133 zusammen mit Satz 132 folgt
unmittelbar

Theorem 134 Das Integral analytischer Funktionen ist nur von dem Anfangs- und
Endpunkt der Integration abhdngig und nicht von der ausgewdhiten Kurve C),

/f(z) ~dz = F(z) — F(z1) (4.49)
C

Denn den Integrationsweg entlang einer Kurve Cy, die dieselben Anfangs- und End-
punkte hat wie C1, kann man immer additiv zusammensetzen aus C7 und der aus
—C und Cy zusammengesetzten geschlossenen Kurve.

Wir erweitern nun die Diskussion auf den Fall, dass das Gebiet, in dem die
Funktion f(z) analytisch ist, mehrfach zusammenhéingend ist, s. Abb. 2. Jetzt ist
die Gl. 4.48 nicht mehr giiltig. Wir konnen jedoch auf einfache Weise G wieder
einfach zusammenhéingend machen, indem wir néamlich an einer beliebigen Stelle eine
Schnittlinie L einfiigen, die die beiden nicht zu G gehorenden Bereiche der Gauss-
Ebene miteinander verbindet. Sodann schlieffen wir diese Punktmenge L aus G aus,
s. wieder Abb. 2. D.h. wir definieren ein neues Gebiet G’,

G=G-1L

das wieder einfach zusammenhéingend ist. Fiir jede Kurve, die ganz innerhalb von G’
verbleibt, ist also die Gl. 4.48 wieder giiltig! In die Abb. 2 sind die Kurven

01 . A—>B
02 : D— F
03 : E—F

04 . A—>D
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-
x

Abb. 2 Integration der in einem mehrfach zusammenhingenden Gebiet analytischen
Funktion f(z)

eingezeichnet. Die beiden Punktepaare A und B sowie D und E seien von der Schnitt-
linie getrennt, aber nur infinitesimal voneinander entfernt,

|za —zp| <€ |zp—2p|<ce

Wegen der Gl. 4.48 gilt dann

f f(z)-dz=0 (4.50)

C1+C3—C2+Cy

Da f(z) stetig ist, gilt andererseits
/f(z) ~dz = —/f(z) -dz (4.51)
Cs Cy

Also folgt
/f(z) cdz = /f(z) ~dz (4.52)
C1 Ca

Die Integrale iiber die beiden fast geschlossenen Kurven C und C5 sind also einander
gleich, aber nicht notwendig = 0. Um diesen Satz mathematisch korrekt formulieren
zu koénnen, definieren wir die topologische Aquivalenz von geschlossenen Kurven in C:

Definition 135 2 wollstindig im Analytizitdtsbereich G einer komplexen Funktion
f(2) verlaufende geschlossene Kurven Cy und Cy heiffen topologisch dquivalent, wenn
sie sich durch eine Folge von jeweils ganz in G liegenden Kurven, die durch stetige
Verdnderungen ihrer Parameterdarstellungen gebildet werden, stetig ineinander tiber-
fiihren lassen.

Mit dieser Begriffsbildung lautet der Satz, dessen Beweis wir soeben skizziert
haben,
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Theorem 136 Ist der Analytizititsbereich G einer komplexen Funktion f(z) mehrfach
zusammenhdngend, so haben deren Integrale tiber alle topologisch dquivalenten Kur-
ven C; denselben Wert.

Als néchstes diskutieren wir den als Cauchy-Integralformel bekannten fiir viele
Berechnungen fundamentalen Satz:

Theorem 137 FEine komplexe Funktion f(z) sei analytisch auf einer geschlossenen
Kurve C' sowie im Inneren des von C' eingeschlossenen Gebietes; zy sei ein beliebiger
Punkt aus diesem Gebiet. Dann gilt

f(z)

zZ — 20

cdz=2-m-1- f(z) (4.53)
c

Zum Beweis dieses Satzes ist zun#chst anzumerken, dass der Integrand in der
Gl. 4.53 nur im Gebiet G— z; analytisch ist. Dieses ist nicht einfach zusammen-
hiéngend! D.h. der Cauchy-Integralsatz ist nicht anwendbar, wohl aber der Satz 136.

Wir berechnen daher das Integral von Zf (zo iiber einen Kreis um zy vom Radius 7,

ds = fzo—l—re)

e id 4.54
z—zo r-er? e Lrag ( )

Ca

f(2) aber ist auch im Punkt z = z, analytisch, d.h. der Grenzwert
lim f(z + 7 ¢"%) = f(z0) (4.55)

existiert und ist unabhéngig von ¢. D.h. das Integral 4.54 ergibt
f(z)

Z— 2

cdz=2-7m-i- f(20) (4.56)

Cy

Wegen des Satzes 136 ergibt aber das Integral iiber jede topologisch dquivalente Kurve
dasselbe Ergebnis, also auch das Integral iiber die Ausgangskurve C.

Dieses Ergebnis ist nicht nur bei extrem vielen konkreten Berechnungsauf-
gaben #uflerst niitzlich. Es ist auch von grofler Tragweite fiir die gesamte Struktur
der komplexen Funktionen. Denn es sagt aus, dass eine Funktion f(z), deren Ver-
lauf entlang einer geschlossenen Kurve C' festliegt, damit bereits in seinem gesamten
Verlauf innerhalb des von C' eingeschlossenen Gebietes festliegt. Uberdies lisst sich
relativ einfach die zum Satz 137 analoge Aussage iiber die Berechnung der héheren
Ableitungen von f(z) beweisen:
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Theorem 138 Fine komplexe Funktion f(z) sei analytisch auf einer geschlossenen
Kurve C' sowie im Inneren des von C eingeschlossenen Gebietes; zy sei ein beliebiger
Punkt aus diesem Gebiet. Dann gilt

%(f(z) ddr= 2T ) () (4.57)

z — zp)"t1 n!
C

Aus dem Verlauf von f(z) entlang der Kurve C' lisst sich also nicht nur der
Funktionswert an jeder beliebigen Stelle z; innerhalb des von C' eingeschlossenen
Gebiets berechnen, sondern genauso der Wert sdmtlicher Ableitungen! Eine weitere
wichtige Folgerung aus diesem Verhalten besteht in dem nun folgenden Satz:

Theorem 139 Sobald 2 analytische Funktionen fi(z) und fo(z) auf einer Kurve C
endlicher Linge tibereinstimmen, sind sie miteinander identisch in dem Sinne, dass
sie in jedem Punkt zp, in dem sie beide wohl definiert sind, miteinander identisch
sind,

fi(z) = fa(zk) (4.58)

Daraus wiederum folgt unmittelbar das Konzept der sog. analytischen Fort-
setzung: Ist eine Funktion f(z) als eine Reihenentwicklung um einen Punkt z,
vorgegeben, dann ist ihre Bedeutung zuniichst nur innerhalb des Konvergenzbereichs
G dieser Reihenentwicklung wohl definiert. Wir nehmen nun an, dass eine Reihenent-
wicklung derselben Funktion um einen anderen Punkt z; € Gy existiert, die in einem
Bereich G; konvergent ist, der teilweise mit Gy iiberlappt,

GoNG1#0 (4.59)
der aber auch teilweise iiber (G hinaus reicht,
Go U G1 > Go (4.60)

Wenn nun diese 2. Reihenentwicklung in einem Teilbereich von GGy mit der 1. Reihenent-
wicklung iibereinstimmt, so darf man diese beiden Funktionen miteinander identi-
fizieren, und man hat f(z) auf den Konvergenzbereich der 2. Reihenentwicklung
analytisch fortgesetzt. Im Bedarfsfall kann man diesen Prozess beliebig oft wieder-
holen.

4.1.4  Die Singularititen komplexer Funktionen (-/-)

(XXX: Der Text des Abschnitts Die Singularititen komplexer Funktionen ist noch
nicht verfiigbar.)
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4.2 Mathematische Grundlagen des System-Response (-)

Das Grundkonzept der Beschreibung physikalischer Strukturen als System und System-
Umgebung und der Definition einer System-Response-Funktion habe ich bereits im
Abschnitt 2.6 vorgestellt. In dem nun folgenden Kapitel werde ich die mathemati-
schen Begriffsbildungen skizzieren, die zum konkreten Umgang mit diesem Konzept
niitzlich sind. Bei dieser Darstellung werde ich nach Moglichkeit nicht zu den aus-
schliellich mathematischen Begriffsbildungen iibergehen, sondernweiterhin die phy-
sikalischen Begriffe verwenden. Konkret benttigen wir diese Fakten in diesem Heft
zur Behandlung des dielektrischen Materialverhaltens. Ich habe die Darstellung aber
so gehalten, dass sie in gleicher Weise zur Diskussion anderer Response-Phinomene
(magnetisches Materialverhalten, optisches Materialverhalten, Verhalten elektroni-
scher Schaltelemente und Schaltungen, Sensoren etc.) genutzt werden kann.

Wir betrachten also im Folgenden ein physikalisches Objekt, das aus dem ei-
gentlichen System besteht und der Umgebung, die dieses System beeinflusst. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei sogleich auf den Fall von nur jeweils
einer von der Umgebung vorgegebenen Eingangsgrofle X des Systems und einer
Ausgangsgrofie Y als Antwort des Systems. Die Response-Funktion hat dann die
Struktur

Y =Y (X) (4.61)

Wenn es sich als nétig erweist, wird uns die Erweiterung auf den mehrdimensionalen

Fall

i.a. ohne besondere Verstidndnisprobleme gelingen.

4.2.1 Linear Response, Suszeptibilitat (*)

Solange wir die Eigenschaften des betrachteten physikalischen Systems nicht néher
einschréinken, konnen wir auch zu der mathematischen Struktur seiner Response-
Funktion Y = Y(X) keine konkreten Aussagen machen. Wir werden daher nun
diese Allgemeinheit durch zusiitzliche, physikalisch sinnvolle Annahmen schrittweise
einschranken.

Als erstes setzen wir voraus, dass sowohl die Eingangswerte X als auch die
Ausgangswerte Y dem Betrage nach beschrinkt sind:

X € oo 3 Y] S Vina (4.63)

Auch wenn wir hieraus alleine noch keine besonderen Schlussfolgerungen ableiten
konnen, so wird uns diese Voraussetzung doch an verschiedenen Stellen der weiteren
Vorgehensweise eine wichtige Hilfe sein.

Als zweites wollen wir uns auf Systeme beschrinken, deren Response-Funktion

ein noch niher zu definierendes gutartiges Verhalten zeigt. Darunter wollen wir an
dieser Stelle verstehen, dass diese Funktion Y (X) an jeder Stelle Xy, die innerhalb
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des durch die Gl. 4.63 definierten zuléissigen Bereichs liegt, innerhalb einer gewissen
Umgebung
Xiin < Xo—0X < X < Xg+ 60X < Xpax (4.64)

dieses Wertes X ;durch eine lineare Funktion
Y &Y (Xo) + x(Xo) - (X — Xo) (4.65)

in ausreichender Niherung approximiert werden kann. In vielen Féllen ist es dann
giinstig und zuliissig, zu den relativen Variablen y und z iiberzugehen gem. den
Transformationsgleichungen

Y(X) — Y(X,) X — X,

YY) P r= T (4.66)

In diesen relativen Variablen lautet die Response-Funktion des Systems einfach
y=x(Xo) (4.67)

Der Proportionalitéitsfaktor y wird iiblicherweise als Suszeptibilitit bezeichnet. Um
ihn von dem spiiter fiir ein ganz bestimmites elektrisches bzw. magnetisches Materi-
alverhalten (Absatz S. 540 und Abschnitt 5.2.1) verwendeten Begriff der Suszeptibil-
itdt zu unterscheiden, bezeichne ich an dieser Stelle die Grofle y als die verallgemein-
erte Suszeptibilitdt des betrachteten linearen Systems. Der in dieser Formulmierung
nicht mehr explizite auftretende Referenzwert X, wird meist als (der gewiihlte) Ar-
beitspunkt des Systems bezeichnet.

In vielen Fillen der experimentellen oder technischen Praxis ist es in der Tat
zuléissig, mit dieser Ndherung zu arbeiten und vorauszusetzen, dass die betrachteten
Systeme bei Beschrinkung auf geniigend kleine Anderungen ihrer EingangsgroBen
X ein lineares Response-Verhalten gem. Gl. 4.67 zeigen. Die schon wegen der
Eingrenzung der zuliissigen Werte gem. der Gl. 4.63 bei geniigend grofien Anderungen
zwangsldufig auftretenden Nichtlinearitéiten in der Response-Funktion duflern sich in
dieser Darstellung lediglich darin, dass die verallgemeinerte Suszeptibilitit x keine
Konstante ist, sondern von dem Arbeitspunkt X, abhingt.

Handelt es sich bei dem betrachteten physikalischen System um ein konkretes
technisches Objekt, z.B. um ein optisches oder elektronisches Bauelement oder Geriit,
so erhiilt die verallgemeinerte Suszeptibilitidt hiufig einen eigenen Namen. Als typi-
sche Beispiele nenne ich

e den elektrischen Widerstand R eines elektrischen Bauelementes mit einem line-
aren Response zwischen dem ihm von auflen aufgepréigten elektrischen Strom
I als Eingangsgrofle und der von ihm generierten elektrischen Spannung U als
Ausgangsgrofle;
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e die Empfindlichkeit S eines Sensors oder Detektors fiir optische Strahlung,
definiert als Quotient aus dem von ihm abgegebenen elektrischen (Ausgangs-
)Signal, z.B. dem elektrischen Strom (%) und dem auf seine Empfangsfléiche
auftreffenden Strom J) an optischer Strahlung:

7@

Die Empfindlichkeit des Strahlungsdetektors hat gem. dieser Definition die
Dimension g&ektr-Strom . aine hej technischen Angaben typische Einheit ist %.

Strahlungsstrom ’
4.2.2  Nicht-instantaner Linear Response (*)

Bisher war von einer Zeitabhingigkeit der Eingangs- und Ausgangsgrofie nicht die
Rede. D.h. wir haben stillschweigend vorausgesetzt, dass sich diese Groflen zeitlich
nicht veréindern, sich das System also in einem stationdren Zustand befindet, oder
dass sich die Eingangsgrofie so langsam veriindert, dass das System dieser Anderung
in einer Weise folgen kann, dass es sich in jedem Moment in einem stationéiren Zu-
stand befindet. Treffen diese Voraussetzungen nicht mehr zu, so hiingt der Wert der
Ausgangsgrofle y zum Zeitpunkt ¢ nicht mehr nur vom Wert der Eingangsgrofle x zu
demselben Zeitpunkt ¢ ab, sondern auch noch von den Werten, die x in der Zeit davor
angenommen hatte. Im Fall des linearen Response fiihrt dies auf die Beziehung

t'=t

y(t) = / o(t) - x(t,t) - dt (4.69)

t'=—o00

Man kann Gl. 4.69 aber auch in der Form
t'=+c0
vty = [ ae) et - (4.70)

t'=—o0
schreiben mit der zusétzlichen Bedingung
() =0 V(& t)mitt >t (4.71)

Diese Bedingung 4.71wird dann als Kausalitit bezeichnet: Der Wert y(t) hingt nicht
von den Werten ab, die z in der Zukunft ¢ > ¢ annehmen wird. Durch die plausible
und nahezu immer giiltige Annahme

X(t, 1) = x(t'—1) (4.72)
erhiilt die Kausalititsbedingung die Form

X(AH =0 YAt>0 (4.73)
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und die G1.4.70 wird zu dem Ausdruck

—+o0

y(t) = / x(t) - x({t' —t)-dt’ (4.74)

—00

der in der Theorie der Fourierentwicklung (s. z.B. [29]) wohl bekannt ist und als
Faltungsintegral bezeichnet wird. D.h. y(¢) ist die Faltung der Eingangsfunktion z(t)
mit der verallgemeinerten Suszeptibilitét x (At). Eine einfache Methode zur Berech-
nung derartiger Faltungsintegrale werden wir im Absatz Exponentialfunktionen (S.
682) kennen lernen. Der im Abschnitt 4.2.1 behandelte instantane lineare Response
entspricht in dieser Formulierung dem Sonderfall

V(AF) = x - 5(0) (4.75)

d(t) ist die bereits im Kapitel 2.5 erwéhnte Dirac-sche Deltafunktion (s. [6] des Heftes
2).

4.2.8  Frequenzabhdngigkeit der linearen Suszeptibilitdt (*)

Wir zerlegen nun die Funktion z(¢') in ihre Fourierkomponenten

x(t') = /:c(w) et dw ;s z(w) e C (4.76)
0
und erhalten
+oo  +oo
y(t) = / / z(w) - et x(t' —t) - dw - dt’
t'=—o0o w=0
400 +oo
_ / 2(w) - / et () -t - (4.77)
w=0 =" o0

Das innere Integral wird nach der Variablensubstitution t' — ¢ = 2z zu

+00 00
/ e Ly (2) - dr = et / et x(2) - dz (4.78)
Das Integral
“+o00

/ et x(2)-dz = x (w) (4.79)
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ist aber nichts anderes als die (komplexwertige) Fouriertransformierte y (w) der Funk-
tion x(At), so dass sich letztlich die Beziehung

“+o00

y(t) = / r(w) - ety (w) - dw (4.80)

w=0

ergibt, also die additive Zerlegung der Systemantwort Y (¢) in ihre Fourierkomponen-
ten

y(w) = (@) - x (@) (4.81)

Erfolgt die Systemanregung sinusférmig, dann gilt

r(w) = x(wo)-é(w—wo) = (4.82)
y(t) = z(wo) - €™" x(wo)

D.h. die Systemantwort ist ebenfalls sinusformig und es gilt

y(t)

X(WO) - l’(bdo) . giwot (483)
X(wo) lésst sich also durch Messung der komplexen Systemantwort y(¢) (also seiner
Amplitude und Phase) bestimmen, und durch stufenweise Verdnderung der Anre-
gungsfrequenz wy auch die gesamte Funktion x (w). Diese Funktion beschreibt das
Zeitverhalten des linearen Systems vollstéindig. Von dieser Moglichkeit wird in der
Praxis ausgiebig Gebrauch gemacht, s. z.B. Abschnitte 4.4.6 und 12.3.1. Die Diskus-
sion des Verlaufs dieser Funktion erfolgt meist getrennt fiir den Realteil x'(w) und
den Imaginirteil x" (w) von y (w).

Die durch die Gl. 4.79 definierte Funktion x (w) ist von ihrer physikalischen
Bedeutung her nur fiir reellwertige Frequenzen w erklirt. Das kann uns aber nicht
daran hindern, sie als mathematisches Konstrukt in die ganze komplexe w-Ebene
fortzusetzen, indem wir die Gl. 4.79 als Definition benutzen. Dabei werden wir aber
weiterhin fordern, dass die Kausalititsbedingung 4.73 erfiillt ist. Fiir die auf diese
Weise definierte Funktion x (w) : C — C kann nun der leistungsfihige Apparat der
mathematischen Funktionentheorie genutzt werden (s. Abschnitte 4.1.1, 4.1.2 und
4.1.3), um einige allgemein giiltige Beziehungen fiir x (w) herzuleiten. Ich werde das
an dieser Stelle nicht konkret ausfithren, sondern nur einige dieser Ergebnisse angeben
und kurz diskutieren. Das ist zum einen die Aussage, dass die Funktion x (w) aufler
eventuell im Ursprung w = 0 auf der gesamten reellen w-Achse nicht singulér wird,

X (w)] < oo Vw#0 (4.84)

(Dies gilt sogar fiir den gesamten oberen Halbraum der komplexen Ebene). Dann ist

die Beziehung
A

w

!

X (0)=0=x (w—0)~ (4.85)
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zu nennen, also eine Verkniipfung des Real- und des Imaginirteils von y im Grenzfall
w — 0. Diese Aussage folgt unmittelbar aus der fiir jede analytische Funktion gegebe-
nen Moglichkeit der Entwicklung in eine kombinierte Potenz-und Laurent-Reihe (GL
4.42). Fiir geniigend kleine Werte von w diirfen wir aber diese Reihen-Entwicklung
von X (w) jeweils nach dem 1. Glied abbrechen,
X(w)&a-w—l—é (4.86)

Wie man sich durch Nachrechnen iiberzeugen kann, folgt daraus unmittelbar die
Beziehung 4.85, die Grofle 7 - A ist mit dem Entwicklungskoeffizient fiir das 1. Glied
der Laurent-Reihe identisch.

Dariiber hinausgehend ldsst sich mit Hilfe der Funktionentheorie herleiten,
dass der Realteil und der Imaginérteil der gesamten Funktion y (w) nicht unabhéngig
voneinander sind, sondern iiber die beiden Gleichungen

X,(w):%- / ?T(i)}-dg (4.87)
X”(w):—%- / %-d& (4.88)

miteinander verkniipft sind. ¢ ist hierin die Integrationsvariable von der Dimension
einer Frequenz, und die Integrale sind als die sog. Hauptwerte im Sinne der Funktio-
nentheorie aufzufassen, also

o] w—p o]
X (€ . X (§) X (§)
/_w-dg_}g% /_w-d§+ m-dﬁ (4.89)
—o0 —00 w+p

Diese Beziehungen wurden erstmals 1927 von Hendrik Anton Kramers (* 1894 in
Rotterdam; 1 1952 in Oegstgerst) und Ralph de Laer Kronig (* 1904 in Dresden;
T 1995 in Ziirich) abgeleitet (s. [3]). Dass die Integration jeweils iiber die gesamte
reelle Frequenzachse erfolgt, also auch iiber die physikalisch nicht relevanten negativen
Werte, braucht uns nicht weiter zu beunruhigen, denn wir konnen diesen Teil des
Integranden problemlos in den Bereich positiver Frequenzen transformieren. Direkt
aus der Definitionsgleichung 4.79 folgt ndmlich

X(—w) = x"(w) (4.90)

Auf Grund der GIl. 4.87 und 4.88 ist die Variationsbreite der real moglichen
Funktionen y (w) bereits signifikant eingeschréinkt. Wenn sich die Funktion x'(w)
eines physikalischen Systems beim Ubergang von einem Zustand (1) zu einem Zu-
stand (2) (die sich z.B. in der Temperatur unterscheiden) signifikant veréndert, muss
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sich hierbei auch x" (w) versindern, wenn auch nicht unbedingt in gleicher Weise und
auch nicht in exakt demselben Frequenzbereich. Wir werden auf diese eigenartige
Verkniipfung von Real- und Imaginirteil einer jeden linearen Responsefunktion noch
mehrfach zuriickkommen .

Wir diskutieren nun den Fall, dass die Eingangsgrofle x mit der extensiven
Variablen einer Energieform des Systems iibereinstimmt und die Ausgangsgrofie y
mit der intensiven Variablen zu derselben Energieform , dass also

dE; =y -dx (4.91)

(XXX: prizisieren) Dann ist die bei einer Anderung von X vom System aufgenommene
Energie

AE; = /y -dx (4.92)

Wir bestimmen den zeitlichen Mittelwert des Energiestroms fiir den Fall der sinus-
formigen Anregung

T =mzy- et (4.93)

Hierzu verwenden wir bereits die Vorschrift fiir die Berechnung einer komplexwertigen
GroBe (y - x), die wir erst im auf S. 507 folgendenden Absatz Darstellung harmoni-
scher Schwingungen angeben und begriinden werden. Uber diese Vorschrift erhalten
wir den Ausdruck

t+T
at /) ~ 2.7 )V \&
t
t+T
— L . X(w) - To - ei'w't, . (_'L . w) B e e_i'w't, . dt,
9. T 0 0

_ ;-w-:ﬂg-x(w)zw-(%)2.(X”(w)—i'xl(w)) (4.94)

In dem von uns betrachteten Fall (s. Gl. 4.91) bestimmt also der Imaginérteil der
komplexen Suszeptibilitéit den bei einer periodischen Anregung vom System aufge-
nommenen (und dissipierten) Energiestrom, und der Realteil ¥’ (w) bestimmt den
Blindstrom, d.h. den periodisch gespeicherten und danach an das anregende System
wieder abgegebenen Energiestrom. Ein Beispiel fiir diese experimentelle Situation ist
die Dynamisch-Mechanische Analyse von Werkstoffen, bei denen einem Probekérper
eine gewisse mechanische Verformung aufgepriigt und die dabei auftretende mecha-
nische Spannung gemessen wird, s. Abschnitt 12.3.1.

In einer Reihe von anders gearteten Beispielen entspricht die Eingangsgrofie X
nicht der extensiven Variablen einer Energieform, sondern deren zeitlicher Ableitung,
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wihrend die Ausgangsgrofle Y weiterhin mit der zugehorigen intensiven Variablen
identisch ist. Um zu einem Ausdruck iiber die bei einem periodischen Experiment

r=my- V" (4.95)

umgesetzte Energie zu gelangen, miissen wir daher nun den Weg iiber die Integral-
grofle von x gehen,

z= /:c-dt (4.96)

Dann gilt
AFE; = /y dz (4.97)
und somit
B . t+T PN . t+T
A . B A R P () - dt
<dt> 2T /y (dt’) =57 /y(x) at
t t
+T
1 it Ciwd gy L
= 57 X(w) -z -e T e dtz;-:ﬂo-x(w) (4.98)

t

In diesem Beispiel gilt also die zum vorher diskutierten Fall umgekehrte Zuordnung:
Der Realteil \'(w) bestimmt den vom System aufgenommenen (dissipierten) Ener-
giestrom, withrend der Imaginéirteil y" (w) der Response-Funktion die Blindkom-
ponente bestimmt. Ein typisches Beispiel fiir diese Situation ist die Berechnung von
elektronischen Bauteilen und Baugruppen in der Elektronik (Abschnitt 14.1.2), bei
der z.B. der elektrische Strom 00

J=r (4.99)

als Eingangsgrofe interpretiert wird und die an dem Bauelement anliegende Spannung
als Ausgangsgrofle.

4.2.4  Suszeptibilitit einfacher Modellsysteme (-)

Das Modellsystem mit der einfachsten zuléissigen Suszeptibilitétsfunktion y (w) ist
das bereits im Abschnitt 4.2.1 behandelte instantan reagierende lineare System mit
der Suszeptibilitit

X (w) = x, = const. (4.100)

Wegen der Verkniipfungsrelation 4.88 gilt dann
X (w)=0 (4.101)

An dieser Stelle sei noch einmal betont, dass, sobald die Funktion x'(w) nicht mehr
konstant ist, auch y'(w) nicht mehr fiir alle Frequenzen verschwindend klein ist.
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Und umgekehrt gilt: Sobald x" (w) in einem gewissen Frequenzbereich deutlich von 0
verschieden ist, kann y (w) nicht iiber den gesamten Frequenzbereich konstant sein.
Wenn wir nun versuchen, dieses Modellsystem auf reale physikalische Systeme abzu-
bilden, kann die Gl. 4.100 natiirlich nur eine Nidherung sein und zwar eine Niherung
fiir einen gewissen nicht zu eng eingegrenzten Frequenzbereich. In diesem Frequenzbe-
reich ist dann auch die Gl. 4.101 ndherungsweise erfiillt und das reale System verhélt
sich dann in akzeptabler Ndherung wie ein instantan reagierendes lineares System.
Handelt es sich bei der Anregung des Systems um eine mechanische Deformation,
bezeichnet man derartige Systeme als ideal linear elastisch. (s. Abschnitt 12.2.2).
Insbesondere wird uns die Niherung des instantan linearen Responses bei der Behand-
lung von Materialeigenschaften in elektrischen und magnetischen Feldern begegnen,
s. z.B. Abschnitt 4.4.4.

Ein weiteres einfaches Modellsystem ist ein solches mit einer Singularitéit von
X (w) bei w = 0, vgl. Gl 4.85, im einfachsten Fall von der Ordnung 1. D.h. x'(w)
ist von der Form

X (w) =— (4.102)

A ist im einfachsten Fall eine frequenzunabhiingige Konstante.
(XXX: Der an dieser Stelle noch fehlende, auf das Konzept des ideal viskosen
Systems fithrende Text ist noch nicht verfiigbar.)
Als niichstes diskutieren wir ein System mit der Eigenschaft
X
Y=D -— 4.103
o (4.103)
D.h. das System reagiert nur auf Anderungen von X, wihrend der Wert X selbst
ohne Auswirkung auf die Systemantwort Y ist. Bei periodischer Anregung gem. Gl
4.82 gilt dann offenbar
Y=D-i-w-X (4.104)

und die Suszeptibilitdt eines derartigen Systems ist einfach
Xw)=i-w-D (4.105)

also rein imaginér. In der Stromungsmechanik begegnet uns ein derartiges System in
Form der sog. Newtonschen Fliissigkeit. Die unabhingige Variable ist in diesem Fall
die Ortskoordinate x senkrecht zur lokalen Geschwindigkeit v(x), und diebetrachtete
abhéngig Variable ist die Scherspannung 7 in der Fliissigkeit. Fiir viele Fliissigkeiten

gilt in 1. N&dherung

T=n- % (4.106)

Schliefllich betrachten wir noch Systeme, fiir die gilt

Y:K-/X-dt (4.107)
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Bei derartigen Systemen hat also die Grofle X einen ausgezeichneten Wert X = 0.
Solange das System in einem Zustand mit X = 0 ist, dndert sich die Gréfle Y nicht.
Bei periodischer Anregung gem. Gl. 4.82 gilt nun

1- K

vo- SN (4.108)
X(w) = —i'wK (4.109)

Die Suszeptibilitit auch dieses Modellsystems ist rein imaginér, aber mit umgekehrtem
Vorzeichen. Die Antwort Y ist also gegeniiber der Anregung X um f verzogert.
AuBlerdem wird x(w) bei w — 0 singuléir. Bei einem realen physikalischen Experi-
ment duflert sich diese Singularitit darin, dass man dem System bei einer Frequenz

w — 0 keine periodische Anregung mit endlicher Amplitude X, mehr aufpriigen kann.

4.2.5  Systemantwort auf eine Sprungfunktion (-)

Die Messung der Funktion x (w) liefert eine vollsténdige Information iiber das zeitab-
hiéingige Verhalten eines linearen Systems, allerdings ist diese Messung i.a. relativ
aufwendig. Immerhin muss fiir jede Frequenz eine Messung iiber geniigend viele
Schwingungsperioden ausgefiihrt werden (s. wieder Abschnitt 12.3.1), um neben
der Amplitude auch die Phase des Antwortsignals mit ausreichender Genauigkeit zu
erhalten. Das ist insbesondere fiir Messungen bei tiefen Frequenzen (1 - Hz oder
darunter) relativ zeitaufwendig. Wenn das zeitabhéingige Verhalten des Systems rela-
tiv einfach strukturiert ist, so dass es durch wenige Parameter, z.B. durch nur 2 An-
gleichzeitkonstanten (s.u.) beschrieben werden kann, ist es wenig sinnvoll, zunéchst
eine ganze Funktion x (w) Messpunkt fiir Messpunkt zu bestimmen, um danach aus
ihr genau 2 Zahlen zu berechnen! Fiir diese Fiille wird also eine Messmethode gesucht,
die iiber nur eine Messung direkt zu diesen Zahlen fiihrt. Dies ist in vielen Fillen die
Messung der Antwort auf eine sprungartige Anderung der EingangsgroBe, s. Abb. 3
(a). Zeigt das betrachtete System ein als Relaxation bezeichnetes Verhalten, wie es

X1 Y1 x
D N |
¥ S I
() (k) (e)

Abb. 3 Beispiel einer Zeitfunktion der EingangsgroBe X (a), einer daraus resultierenden
Zeitfunktion der AusgangsgréBe Y (b) und der hierzu gehdrenden frequenzabhingigen
Suszeptibilitat x(w) (c).
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in der Abb. 3 (b) angedeutet ist, so erwarten wir einen Verlauf Y(¢), der sich durch
die Funktion

t

Y() =Y (t=0) — v (X(t>0)— X(t<0))- (1 - e—:) (4.110)

beschreiben lisst. Dieser Verlauf ist also durch die beiden Konstanten x, (Suszepti-
bilitit bei beliebig langsamer Anderung von X ) und 7 (Zeitkonstante der Relaxation
des Systems) eindeutig festgelegt. Diese beiden Werte konnen offenbar bestimmt
werden durch die Messung der Funktion Y'(¢) nach einer sprungartigen Anderung
von X und durch anschliefenden F'it der gemessenen Funktion an die durch die GI.
4.110 definierte Funktion. Diese als Systemantwort auf eine Sprungfunktion definierte
Funktion Y'(¢) wird in der Regelungstechnik (etwas unprézise) als die Ubertragungs-
funktion des Systems bezeichnet, s. Absatz FElemente eines Regelkreises S. 1924.

Die frequenzabhiéingige Suszeptibilitéit x(w) eines relaxierenden Systems (s.
Abb. 3 (c)) gehorcht der Beziehung

XXX (4.111)

(XXX: Diese Gl. und der sie herleitende Text soind noch nicnt verfiigbar.)

Wir erhalten also die gesuchten Kenndaten y, und 7 durch Fit der gemessenen
Funktion x,, (w) an die durch die Gl. 4.111 definierte Funktion oder einfach durch
den Ansatz

1 Xgem. (0)
Xo ~ chm.(w = 0) ; ; ~w (chm. = gT (4112)

(XXX: Der weitere, an dieser Stelle noch fehlende Text des Abschnitts Syste-
mantwort auf eine Sprungfunktion ist noch nicht verfiigbar.)

4.2.6  Nichtlineare Response-Funktionen (-/-)

Das Response-Konzept ldsst sich problemlos auf eine nichtlineare Systemantwort er-
weitern, zumindest solange die Effekte als kleine zusdtzliche Stérungen aufgefasst
werden kénnen. Dann némlich ldsst sich die reale Response-Funktion y = y(z) in
eine Taylor-Reihe entwickeln,

und i.a. nach wenigen Gliedern abbrechen.
(XXX: Der weitere, eigentliche Text des Abschnitts Nichtlineare Response-
funktionen ist noch nicht verfiigbar.)

4.2.7 Komplezwertige physikalische Griofsen (-)

Nachdem wir nun die mathematische Theorie der komplexen Zahlen und die der kom-
plexwertigen Funktionen behandelt haben, und nachdem wir danach sogleich deren
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Nutzen bei der Behandlung des System-Response erkannt haben, halte ich es fiir ange-
bracht, zusammenfassend und in moéglichst weit reichender Allgemeinheit zu disku-
tieren, unter welchen Umstéinden in der Physik komplexwertige Groflen auftreten
konnen bzw. diirfen, und welche konkreten Bedeutungen dann der Real- und der
Imaginérteil dieser Grofle jeweils haben. Wir werden dadurch auch erkennen, wann
dieses Komplexwerden einer Grofle keinen Sinn macht, und ich werde auf Beispiele
hinweisen, bei denen in der Literatur dennoch des tfteren hiergegen verstoflen wird.

Darstellung von harmonischen Schwingungen (-)

Die allgemeine Beschreibung einer (1-dimensionalen) harmonischen Schwingung einer
reellen physikalischen Grofie (vgl. Abschnitt 3.2.3) lautet z.B.1

X = Xp-cos(w-t+ ) (4.114)

Die Grofle ¢ ist die Phasenverschiebung zwischen dieser Schwingung und einer eben-
falls harmonischen Referenzschwingung einer i.a. anderen reellen Grofle mit derselben
Frequenz w. Mit Hilfe der Gl. 3.43 formen wir diese Gl. um in

X = Xp-(cos(w-t)-cosp—sin(w-t)-sinyp)
= Xp-cosp-cos(w-t)— Xo-sing-sin(w - t) (4.115)

In dieser Formulierung besteht die harmonische Funktion 4.114 aus der additiven
Uberlagerung einer Sinus- und einer Cosinus-Schwingung,

X =A; -sin(w-t) + As - cos(w - t) (4.116)

wobei der Zusammenhang mit der urspriinglichen Formulierung 4.114 iiber die Be-

ziehungen
Xo = /A2 + A2 (4.117)

tany = _AAl (4.118)
2

gegeben ist. In der Formulierung gem. GIl. 4.116 ist die Notwendigkeit einer har-
monischen Referenzschwingung vordergriindig verschwunden, aber dennoch weiterhin
existent: Denn nur hieriiber ist in der Realitét fiir beliebig lange Zeiten die strenge
und synchrone Periodizitéit der Sinus- und Cosinusanteile gewihrleistet bzw. definier-
bar. Im Grunde begegnen wir an dieser Stelle erstmals dem Begriff der Kohdrenz, s.
Abschnitt 11.1.5.

"Wir konnten an dieser Stelle, ohne dass sich etwas grundsitzliches éndern wiirde, auch die
Sinusfunktion nehmen.
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Wir betrachten nun 2 derartige harmonische Vorgéinge
X@ = Xéa) ccos(w-t+@,) ; X = Xéb) ~cos(w -t + @) (4.119)

und berechnen das Produkt dieser beiden Griflen X (® und X ®), die i.a. nicht dieselbe
physikalische Dimension haben. Unter Verwendung verschiedener im Absatz Ebene
Trigonometrie (ab S. 3.1.1) genannter Umrechnungsformeln erhalten wir

i;; ;;: = (cos(w-t)-cosyp, —sin(w - t)-sinp,)
(cos(w 1) - cos g, —sin(w - ¢) - sinp,) (4.120)
N % cos”(w - 1) - (cos(ip, — @y) + cos(ip, + ¢,))
+

% -sin®(w - t) - (cos(p, — @) — cos(w, + )
sin(w - t) - cos(w - t) - sin(p, + ¢;)

1 1
= 5 cos(pa = @) + 5 - cos(py + @) - cos(2 - w - 1)
1
—5° sin(p, + ¢p) - sin(2 - w - t)
1 1
= 5 cos(p, — p,) + 3 cos(2-w-t+ @, +vp) (4.121)

Die resultierende Funktion Z(t) ist also keine reine harmonische Funktion
mehr, sondern eine Uberlagerung eines konstanten Terms mit einer harmonischen
Funktion von der doppelten Frequenz! Bestimmen wir daher den iiber eine Periode

_2-7r

T (4.122)

w

gemittelten Wert dieser Funktion

[ 1
(x@ . x®) = 2“’ . / X@ . x® . gt — 5 XX cos(p, — ) (4.123)
T
0

so verbleibt dieser konstante Term als endlicher Wert. In vielen realen Beispielen
ergibt sich z.B. die in einem System dissipierte Energie als Produkt zweier Groflen. Bei
einer harmonischen Anregung bestimmt daher die Phasendifferenz zwischen diesen
beiden Groflen den Wert dieser dissipierten Energie.

Als néchstes beschreiben wir nun den harmonischen Vorgang nicht mehr in
Form einer Cosinus- oder Sinusfunktion, sondern in der Form

Z =212yt Z ZyeC (4.124)
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Sowohl der momentane Wert Z(t) als auch die (zeitunabhéngige) Amplitude Zj sind
also nun komplex! Der Exponent der e-Funktion dagegen ist rein imaginér, d.h. die
Frequenz w ist reell, wir diirfen sogar voraussetzen, dass

w=0 (4.125)
Der Zusammenhang zu der bisherigen Darstellung 4.114 ist durch die GI.
Zo=A+i-Ay=Xy-(cosp—i-sinp) = Xg-e "% (4.126)

gegeben. Die reelle Amplitude Xy des harmonischen Vorgangs erhalten wir also durch

die Operation
XO = \/ ZO . Zak (4127)

Sie ist identisch mit der Ldinge (Abschnitt 4.1.1) der komplexen Grofle Zy. Die
Darstellung der harmonischen Schwingung iiber die Gl. 4.124 entspricht also einer
analytischen Fortsetzung der urspriinglich reellen Funktion X (¢) in die komplexe
Ebene, wobei die urspriingliche Funktion jeweils mit dem Realteil der neuen Funktion
(Gl. 4.124) identisch ist. Solange wir uns auf lineare Operationen beschrinken, also
auf die Multiplikation einer derartigen Funktion Z; - e*“ mit einer komplexen Zahl,
sowie die Addition zweier derartiger Funktionen zu derselben Frequenz w (!),

Z(t) = 2\ . et 4 70 et (4.128)
bleiben die beiden Moglichkeiten der Darstellung und Berechnung;:

e der Verwendung ausschlieflich reeller Funktionen und

e der Rechnung im Bereich der komplexen Funktionen

einander vollig #quivalent. Dann nimlich tritt der Ausdruck e*“? nur als

gemeinsamer Faktor auf, und jede konkrete Berechnung reduziert sich auf eine Rech-
nung mit (zeitunabhéingigen) komplexen Zahlen.

Als néchstes betrachten wir jedoch nun wieder das Produkt zweier harmoni-
scher Groflen,
IVACIS QN (4.129)

und wir interessieren uns wieder fiir das iiber eine Periode gemittelte Produkt dieser
beiden Groflen. Um hierfiir ein analoges Ergebnis zu erhalten wie bei der Verwendung
der reellen Darstellung, diirfen wir die beiden Ausdriicke nicht einfach miteinander
multiplizieren. Wir orientieren uns an dem vorher diskutierten Sonderfall, bei dem
diese beiden Ausdriicke identisch waren. Um die Gl. 4.127 zu erhalten, durften wir
Zo auch nicht einfach quadrieren, sondern mussten das Produkt mit der konjugiert
komplexen Grofle bilden. Wir berechnen daher jetzt den Ausdruck

*

() . (Z(b))* _ Zé“) gt (Zéb)) it Zé“) ) (Zéb)) (4.130)
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und driicken diesen iiber die Gl. 4.126 mit Hilfe der Werte der reellen Darstellung
aus:

7@ (Z20)" = X e x P e = x (0 Xt ™) (4131)
Der Realteil dieses Ausdruck betrigt dann
X(g“) .Xéb) - cos(p@ — p®) (4.132)

Wir erhalten also den korrekten Mittelwert des Produktes der beiden harmonischen
Funktionen X und X®, wenn wir zu deren komplexer Darstellung iibergehen,
das Produkt Z(® . (Z(b))* bilden und dann den Realteil dieses Ausdrucks als den
gesuchten Mittelwert deuten. Mit dieser Erweiterung bleibt der Kalkiil der komplexen
Darstellung harmonischer Funktionen auch fiir die Produktbildung anwendbar.

Wir haben bisher wie selbstverstindlich angenommen, dass die unabhéngige
Variable der betrachteten harmonischen Funktionen die Zeit ¢ ist, aber an keiner Stelle
explizit davon Gebrauch gemacht. Alle erzielten Ergebnisse und Schlussfolgerungen
bleiben daher in analoger Ubersetzung erhalten und giiltig, wenn wir ¢ durch eine
andere unabhéngige Variable ersetzen, z.B. durch die Ortskoordinate x.

Wir wollen also noch einmal festhalten: Bei der Behandlung einer Klasse
von harmonischen Schwingungen einheitlicher fester Frequenz ist die komplexe
Darstellung dquivalent zur Darstellung als reellwertige Funktion. Unter Einhaltung
der vorgeschriebenen Transformations- und Rechenvorschriften erhélt man immer
identische Ergebnisse. Voraussetzung fiir beide Arten der Darstellung ist gleichermaflen,
dass alle betrachteten Funktionen exakt dieselbe Schwingungsfrequenz aufweisen, und
dass eine fiir alle betrachteten Groflen einheitliche Referenzschwingung dersel-
ben Frequenz und von unbegrenzter Dauer existiert. Denn nur dann ist die
Phasenlage der betrachteten Schwingungen wohl definiert.

Komplexwertige Frequenzen (-)

Wir gehen nun zu der Situation iiber, bei der in der Beschreibung des Vorgangs
Z(t) gem. Gl 4.124 der Exponent der e-Funktion komplex wird, die Gl. also die
allgemeinere Form

Z = Zy- ettt — g vt gt g7 e C o w, e R! (4.133)

annimmt. Diese geht offensichtlich wieder in die urspriingliche Form der Gl. 4.124
iiber, sobald wir den Ausdruck

Zoer. = Zo - e (4.134)

als jeweils relevante momentane Amplitude der Schwingung interpretieren. Der pe-
riodische Vorgang ist also nun gedimpft, seine Amplitude klingt exponentiell mit
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der Zeit ab. Der formal vollzogene Ubergang von einer reellen (positiv definiten) Fre-
quenz zu einer komplexwertigen ist also identisch mit der Ergéinzung einer Dampfung!
Damit die bereits im Absatz Darstellung harmonischer Schwingungen (S. 507) disku-
tierte Ausgangsvoraussetzung fiir die Eindeutigkeit der Formulierung gem. Gl. 4.114
(und damit genau so gem. Gl 4.124) erhalten bleibt, ndmlich die starre Kopplung
an ein streng periodisches Referenzsignal, darf nun aber die Dampfung nicht zu grof3
sein: Je grofler ndmlich der Wert von 3¢ wird, um so weniger Schwingungsperioden
stehen real zur Analyse des Signals Z(t) zur Verfiigung, um so grofler ist zwangslaufig
die Unsicherheit bzgl. des Wertes ¢. Und wie durchgéingig in der gesamten Physik
gehen wir auch an dieser Stelle davon aus, dass eine Grofle, die grundsiitzlich keiner
Messung zugingig ist, physikalisch irrelevant sein muss. Wir kommen also zu dem
Schluss, dass die Darstellung eines zeitabhiingigen Vorgangs gem. der Gl. 4.133 nur
eine Ndherung fiir ausreichend niedrige Démpfungen
2.7

e (4.135)
w

sein kann. Je stérker also die Bedingung 4.135 verletzt ist, um so wenig scharf ist die
Phasenlage ¢ und auch die Frequenz w der betrachteten Funktion definiert. Um so
weniger sinnvoll und aussagekriiftig sind damit auch alle Aussagen, die nur in Zusam-
menhang mit wohl definierten Werten dieser Gréflen w und ¢ einen Sinn ergeben.

Als ein konkretes (meiner beruflichen Praxis entnommenes) Beispiel fiir eine
derartige Situation nenne ich die Reflexion von optischer Strahlung an einer Grenz-
fliiche zu einem Material extrem hoher optischer Absorption. Formal kann man
dann dem Material einen komplexen Brechungsindex zuordnen, s. Abschnitt 11.2.3.
Mochte man nun die Reflexion an dieser Grenzfléiche durch Aufbringen einer Schicht
geeigneter Dicke und Brechungsindex minimieren, so liegt es nahe, nach einem sin-
nvollen Wert fiir den Realteil des Brechungsindexes des Ausgangsmaterials zu fra-
gen. Beim Versuch, diesen Wert zu messen, wird man jedoch feststellen, dass das
Messergebnis stark von dem benutzten Verfahren und den jeweiligen experimentellen
Bedingungen abhéngt. Die logisch korrekte Antwort auf die vordergriindig einfache
Fragestellung

Welcher Messwert des Brechungsindex nyjaerial ist fiir die

Berechnung der reflexionsmindernden Schicht einzusetzen?

lautet: Bei einem Material mit einer so starken optischen Absorption, dass die im
Material sich ausbreitende optische Strahlung die Bedingung 4.135 verletzt, ist die
Grofle Brechungsindex nicht mehr wohl definiert, da ihre Definition nur fiir ebene
ungedampfte Wellen giiltig ist. Und alle fiir den ungedimpften Fall berechneten
Beziehungen verlieren ebenfalls ihre Giiltigkeit. Um z.B. die Strahlungsverhéltnisse
auszurechnen, die an einem aus diesem Material und einer Deckschicht bestehen-
den 2-Schichtensystem auftreten, miissen die Maxwellschen Gleichungen fiir diesen
konkreten Fall explizit gelost werden.
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Komplexwertige Suszeptibilitéit (-)

Den Fall komplexwertiger Suszeptibilitédten y (w) haben wir bereits im Abschnitt 4.2.3
behandelt. Er tritt immer auf, wenn der Response des betrachteten Systems nicht-
instantan ist, er stellt daher bei der in diesem Absatz behandelten Thematik den
Normalfall dar. Es gilt jedoch auch in diesem Fall das generelle Argument, dass fiir
das Konstrukt des frequenzabhiingigen Response die Groflen w und ¢ wohl definiert
bleiben miissen, d.h. das Verhiltnis

(4.136)

darf nicht zu klein werden.

Wichtig bleibt auflerdem festzuhalten, dass bereits fiir die Definition dieser
GroBle x (w) die Linearitét des Systemverhaltens vorausgesetzt wurde. Sobald also
der Response stark nicht-linear wird, gilt es, sehr sorgfiltig zu priifen, ob die sonst
iiblichen Werkzeuge des linearen Response weiterhin angewandt werden diirfen.

Zusammenfassende Wertung (-)

Wie ich bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitt angefiihrt habe, wird uns in
der Physik haufiger die Situation begegnen, dass eine zuniichst als reellwertig vo-
rausgesetzte Grofle unter bestimmten Bedingungen komplexe Werte annimmt. Es ist
niitzlich, dabei nicht aus den Augen zu verlieren, dass einer komplexen Grofle im-
mer eine Amplitude und eine Phase zugeordnet ist - und zwar jeweils genau eine!
Es ist fiir das physikalische Versténdnis des jeweiligen Problems also sehr hilfreich
zu hinterfragen, wie denn diese Phase definiert ist. Hierzu miissen 2 sich sinusfor-
mig #ndernde Groflen existieren, die um eben diese Phasendifferenz gegeneinander
verschoben sind. Sobald hingegen eine dieser beiden Gréflen nicht mehr sinusférmig
ist, also z.B. eine nicht mehr sinusféormige Antwort auf eine sinusférmige Anregung
darstellt, weil nidmlich das System nicht mehr als linear angenshert werden kann,
hat die Grole x(w) streng genommen ihre Bedeutung bereits eingebiifit. Und wenn
man dann trotzdem weiterhin einen Real- und einen Imaginérteil von x(w) nach den
Vorschriften ausrechnet, die fiir den linearen Fall abgeleitet worden sind, dann sind
diese Ergebnisse zunéchst einmal ohne jeden verlisslichen Bezug zur Realitédt. Ich
betone dies deshalb an dieser Stelle, weil hiergegen durchaus auch einmal verstofien
wird, auch in ansonsten durchaus ernst zu nehmender Fachliteratur ([?]).

Im Grunde ist die logische Struktur dieser Situation bereits aus der Theorie
der algebraischen Gleichungen bekannt. Auch diese haben i.a. sowohl reelle wie
komplexe Losungen. Welche dieser Losungen physikalisch sinnvoll sind, kann aus der
algebraischen Gleichung alleine nicht geschlossen werden. Hierzu bedarf es zusétz-
licher Uberlegungen. Und wenn die Theorie, die zu diesen algebraischen Gleichungen
gefithrt hat, fiir die zu berechnende Grofle reelle Werte explizit verlangt, sind die
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komplexen Losungen der algebraischen Gleichung keine Losungen der untersuchten
physikalischen Problemstellung.

4.3 Grundfakten der Elektrostatik (-)

Wie bereits erwiihnt, standen die elektrischen Naturerscheinungen mit im Zentrum
des Interesses der Naturwissenschaft des ausgehenden Mittelalters. Schon die im 16.
und 17. Jahrhundert durchgefiihrten, bereits in der Einleitung zu diesem Heft 4
(Elektrostatik) aufgezéhlten systematischen Experimente zur Reibungs-Elektrizitit
und zu der damit verbundenen neuen Wechselwirkung zwischen den Koérpern zeigten:

1. Die fiir diese neue Wechselwirkung verantwortliche elektrische Ladung tritt nur
gleichzeitig mit Masse auf. Ein masseloser Bereich des Universums trégt auch
keine elektrische Ladung.

2. Diese Ladung kann beiderlei Vorzeichen tragen. Bei einer Vereinigung zweier
mit elektrischer Ladung versehener Objekte addieren sich die Ladungen vorzei-
chengerecht.

3. Tragen 2 Korper elektrische Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens, tritt zwi-
schen ihnen eine anziehende Wechselwirkung auf. Tragen die Kérper Ladungen
gleichen Vorzeichens, stoflen sie einander ab.

Wir verlassen an dieser Stelle den historisch korrekten Weg der Erkenntnis
und behandeln zun#chst, unserem Konzept einer allgemeinen dynamischen Beschrei-
bung physikalischer Vorgénge folgend, diejenigen elektrischen Phinomene, die ohne
die Beriicksichtigung einer expliziten Ortsabhéingigkeit der relevanten physikalischen
Groflen auskommen. Um Missverstéindnissen vorzubeugen, weise ich darauf hin, dass
in dieser Beschreibung zwangsliufig gewisse Anteile der sog. elektrischen Feldener-
gie, deren Bedeutung ich an dieser Stelle noch gar nicht prizisieren kann, noch nicht
enthalten sind. Erst danach werden wir die Ortsabhéingigkeit dieser Wechselwirkung
behandeln (und dabei eine weitgehende Analogie zur Gravitations-Wechselwirkung
feststellen).

4.8.1 Die Energieform elektrische Energie (*)

Wir beschrinken uns also in diesem Abschnitt auf physikalische Systeme mit einer
Gibbs-Funktion, die die Ortskoordinate 7 nicht explizit als Variable enthiilt. Das
kénnen zum einen die als Phasen bezeichneten Systeme sein, s. Abschnitt 8.1.13,
die wohl rdumlich ausgedehnt sind, in deren Gibbsfunktion aber nur das Volumen,
jedoch nicht die Ortskoordinate 7~ explizit vorkommt. Zum anderen kann es sich
z.B. um technische oder natiirliche Objekte (z.B. Maschinen oder Wolken) handeln,
deren Bewegung im Raum bei der aktuellen Betrachtung aufler Acht gelassen werden
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kann (soll). In der Begriffswelt der dynamischen Beschreibung derartiger physikali-
scher Systeme (Abschnitt 3.3) besteht die Grundaussage der Elektrostatik dann darin,
dass zu den mechanischen (und evtl. weiteren) Energieformen die elektrische Energie

dE = U -dQ (4.137)

als relevante Energieform hinzukommt. Die zu dieser Energieform gehorende exten-
sive Variable () bezeichnen wir als die elektrische Ladung (). Die elektrische Ladung
ist eine skalare Grofle, sie kann aber beiderlei Vorzeichen annehmen. Ebenso wie z.B.
der Impuls und der Drehimpuls erfiillt auch sie einen Erhaltungssatz. Damit ist jede
zeitliche Veriéinderung der elektrischen Ladung eines Objektes mit einem elektrischen
Strom J(@ verbunden (s. Abschnitt 3.1.13),

QL @ g (4.138)
dt
Den Strom J(@ zihlen wir wieder positiv, wenn er aus dem betrachteten System
herausfliet. Diese Grofie J(@ werden wir meist einfach in der Form J schreiben
und als (elektrische) Stromstéirke bezeichnen. Thre Einheit 1- Ampeére bildet eine der
Grundeinheiten des SI-Systems (s. Kapitel 2.1).

Wie wir spiter lernen werden (s. Abschnitt 4.7.4) ist die elektrische Ladung
quantisiert, d.h. sie tritt in der Natur nur als Vielfaches einer Grundeinheit, der
sog. Elementarladung Qg auf. Die in der makroskopischen Welt iiblicherweise auftre-
tenden Mengen an elektrischer Ladung sind allerdings etwa um den Faktor 10?° grofer
als ()g, so dass in diesem Bereich der Physik die Ladung als kontinuierlich verteilt
angenommen werden darf. Sie wird als Vielfaches der aus der SI-Einheit fiir den
elektrischen Strom abgeleiteten Einheit Coulomb gemessen,

1-Coulomb=1-Cb=1-Ampere-1-s (4.139)
Die oben angefiihrte Elementarladung )y hat in der Einheit C'b den Zahlenwert
Qo = 1,60217649 - 10~ - Cb (4.140)

Die in Gl. 4.137 auftretende intensive Grofle U wird als elektrisches Potenzial
bezeichnet. Sie hat die Dimension Energie/Ladung. Daher war es nicht nétig, auch
fiir das elektrische Potenzial eine von den bereits definierten Gréflen unabhingige
Definition zu vereinbaren. Vielmehr hat man sich darauf geeinigt, den Wert 1 - 22

Cb
als Grundeinheit zu verwenden und ihn nach Alessandro Guiseppe Antonio Anastasio

Graf Volta (* 1745 in Como; T 1827 ebenda), als 1 - Volt zu bezeichnen,

N-m
—=1- 4.141
b 4 ( )

Volta leistete eine Reihe von wichtigen Beitridgen zum Versténdnis elektrostatischer
und elektrodynamischer Phénomene. U.a. erfand er 1783 den Plattenkondensator.

1
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Wie bei den anderen Energieformen auch, s. z.B. Abschnitt 8.1.1, ist der
Nullpunkt dieser intensiven Grofle U nicht frei wihlbar, sondern durch die Struktur
seiner Gibbs-Funktionen bereits eindeutig definiert. Denn es gilt z.B.

OE(S,V,N,Q) OF(T,V,N,Q)
90 - 90

Der Wert U = 0 definiert den Zustand des Systems, in dem diesem eine infinitesi-
male Menge an elektrischer Ladung zugefiihrt oder entzogen werden kann, ohne dass
hierbei die zu dem gewéihlten Prozess gehorende Gibbs-Funktion ihren Wert édndert.
Da die Ladung @) beiderlei Vorzeichen annehmen kann, gilt dies auch fiir U. Diese
Aussage folgt aus dem bzgl. jeder ihrer extensiven Variablen konvexen Verlauf einer
jeden Gibbs-Funktion (s. Abschnitt 8.1.13), so dass die Funktion F' = F(Q) (bei
konstant gehalten Werten (7, V, N)) den in der Abb. 4 skizzierten Verlauf nehmen
muss. D.h. es gilt

U=0s =0 (4.142)

Energie
Ladung

Energie / W
Ladung / Cb

T T T T T T
-3 -2 -1 q 1 2 3
Spannung / V

Abb. 4 Energie E' und elektrische Spannung U eines Kondensators von 1- F' als Funktion
der gespeicherten Ladung @)

RQ<0=U<0; @Q>0=U>0 (4.143)

Um die Ladung des Systems dem Betrage nach zu erhohen, ist also immer ein posi-
tiver Energieaufwand erforderlich.

Zwischen 2 physikalischen Systemen, zwischen denen kein freier Ladungsaus-
tausch moglich ist, herrscht i.a. eine Differenz im elektrischen Potenzial. Diese Poten-
zialdifferenz wird als elektrische Spannung bezeichnet. Wir werden hierfiir ebenfalls
den Buchstaben U verwenden, da i.a. aus dem Zusammenhang heraus klar ist, ob
das (Absolut-)Potenzial oder eine Potenzialdifferenz gemeint ist.

Aus den beiden Einheiten fiir die elektrische Spannung einerseits und fiir die
elektrische Ladung andererseits ergibt sich die der Elektrostatik angepasste Energie-
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Einheit
AE=1-V-1-A-s=1-Watt-s (4.144)

Wegen der direkten Verkniipfung der Spannungseinheit Volt mit mechanischen Ein-
heiten (s. Gl. 4.141) gilt aber auch

1-Watt-s=1-N-m

In der Physik der (einzelnen) Atome und Molekiile, in der die elektrische Ladung )
der betrachteten Objekte maximal einige wenige Vielfache der Elementarladung @)
betragen kann, wird héufig eine Einheit der Energie benutzt, die direkt auf dieser
Elementarladung )y aufbaut. Man nennt die Energiemenge

AE=1-V-Qy=1-¢V =1,602-10"" W s (4.145)

1 Elektronenvolt oder (im Laborjargon) 1 e-Volt.

Das Verhalten eines Systems, das auch elektrische Energie austauschen kann,
wird z.B. durch die Gibbs-Funktion F(T,V, N, Q) vollstindig beschrieben. In vol-
liger Analogie z.B. zu der bei der Energieform der mechanischen Energie gefiihrten
Diskussion konnen wir das elektrostatische Verhalten eines derartigen Systems durch
Angabe des elektrostatischen Objektgesetzes, also der Funktion U = U(Q) eindeutig
festlegen. Uberwiegend aus Gewohnheit betrachtet man meist deren Umkehrfunktion
Q = Q(U). Ist dieser Zusammenhang linear,

Q=C(T,V,N)-U (4.146)

so bezeichnen wir den Proportionalititsfaktor C' als die (elektrische) Kapazitit des
Systems. C' tréigt die Dimension Ladung/Spannung. Der Wert %(l;tm wird nach
Faraday als 1- Flarad bezeichnet und meist als 1- F' abgekiirzt. Ich verwende ebenfalls
diese Abkiirzung und nehme an, dass beim Leser keine Verwirrung durch Verwech-
slung mit der freien Energie F/(T,V, N, Q) entstehen wird. Fiir Systeme mit einem
Objektgesetz gem. GIl. 4.146 gilt

dF = é-@-d@:» (4.147)
= F(T,V,N,Q:O)+TU (4.148)

La. ist die Energieform elektrische Energie von den iibrigen Energieformen nicht
entkoppelt, d.h. es gilt

X,  0Q-0X;

£0 (4.149)
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Dann aber ist die Kapazitit C' kein absolut definierter Systemparameter, sondern von
dem zu seiner Bestimmung benutzten Prozess abhiéingig. Dieser Prozess kann z.B.,
wie in der Gl. 4.146 bereits angegeben, durch die Bedingungen

(T,V,N) = const. (4.150)

definiert sein. Die auf diese Weise definierte elektrische Kapazitit schreiben wir in
der Form

OF (T, V,N,Q))_1 (4.151)

C1T,V,N = ( aQ

In dieser differenziellen Form behilt die Definition der Kapazitit ihren Sinn, auch
wenn die Linearitéit der Funktion ) = Q(U) nicht mehr gegeben ist. Ist diese Line-
aritit weiterhin gegeben, gilt weiterhin die Gl. 4.148, jedoch nun entlang des durch
die Bedingungen 4.150 vorgegebenen Prozesses.

Ein anderer, experimentell hiufiger vorliegender Prozess ist der mit

(T,p, N) = const. (4.152)

Er definiert die elektrische Kapazitit bei konstanten Werten von Temperatur, Druck
und Teilchenanzahl,

OG(T, p, N, Q))_1 (4.153)

C1T,p,N = ( aQ
Technische Systeme zur Speicherung von elektrischer Ladung werden als Konden-
satoren bezeichnet, s. Abschnitt 14.2.3. Fiir sie ist Gl. 4.146 in sehr guter Néherung
erfiillt. Die Groflenordnung 1- F' wird von ihnen i.a. nicht erreicht. Typische in elek-
tronischen Schaltungen und Geriiten eingesetzte Kondensatoren haben Kapazititen
im pF' bis pF-Bereich, in den Spannungsversorgungseinheiten dieser Geréte werden
Kondensatoren bis etwa 1 - mF benotigt. Im Bereich der Leistungs-Elektrik werden
heute jedoch Kondensatoren mit Kapazititswerten bis zu 10® - F' eingesetzt. Bei den
technischen Kondensatoren ist auch die Bedingung

ou(Q, X;) _ 0°E(Q,X:)
X,  0Q-0X;
i.a. in sehr guter Nidherung erfiillt. Dann aber ist die elektrostatische Energie von
den tiibrigen Energieformen entkoppelt und es gilt einfach

und wegen Gl. 4.148

=0 (4.154)

Q2
2.C

An dieser Stelle werden wir den Bereich der Elektrostatik verlassen, bei dem
eine explizite Einbeziehung der Ortsabhiingigkeit der elektrostatischen Grofien nicht
erforderlich ist, und wenden uns zunéchst den von einer elektrischen Punktladung
erzeugten Phdnomenen zu.

F(T,V,N,Q) = F(T,V,N) +

(4.156)
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4.8.2  Das elektrische Feld einer Punktladung (-)

In diesem Abschnitt behandeln wir erneut die Wechselwirkung zwischen rdumlich
von einander getrennten Koérpern und die Bewegungen, die diese Kérper auf Grund
dieser Wechselwirkung ausfithren. Wir setzen also die im Kapitel 3.2.10 begonnene
Diskussion fort, indem wir nun zulassen, dass aufler der Gravitation auch noch die
durch elektrische Ladungen () bedingte Wechselwirkung auftritt. Das heute nach
Coulomb benannte und von ihm 1785 formulierte Gesetz iiber die zwischen zwei
Korpern (1) und (2) mit den elektrischen Ladungen (7 und @)y zusetzlich zu der
Gravitation wirkende Kraft,

— 1 Ql'QQ T

F, = . - — 4.157
! 4-7-eq r2 r ( )
— — —

r = T —T9

war das Ergebnis sorgfiltiger Experimente an makroskopischen Objekten insbeson-
dere durch von Guericke, Cavendish, Coulomb und den Theologen und Naturwis-
senschaftler Joseph Priestley (* 1733 in Birstall b. Leeds/England; t 1804 in Northum-
berland /Pen.(USA)). In der Formulierung gem. Gl. 4.157 ist 7" der Vektor, der vom

Ort 73, an dem sich der Korper (2) befindet, zum Ort 7 zeigt, der Position des
ﬁ
Korpers (1). F} ist die auf den Korper (1) wirkende Kraft. Haben beide Ladungen

dasselbe Vorzeichen, dann weist die Kraft E) in die Richtung von 7’, sie versucht also
den Abstand r zwischen den beiden Ladungen zu vergrofiern:

=  —
Ql'Q2>0:>F2* >0 (4158)
Aus Symmetriegriinden muss fiir die auf den Kérper (2) wirkende Kraft gelten
— —

Die Proportionalitéitskonstante 4 - 7 - ¢ ist eine universelle Naturkonstante der Di-

2
mension %, deren Zahlenwert von dem gewihlten Maflsystem abhéngt. Sie

bestimmt die Stérke der elektrostatischen Wechselwirkung, indem sie die Verbindung
herstellt zwischen den Mengen an elektrischer Ladung, die sich auf 2 Kérpern befinden,
und der Kraft, die zwischen diesen beiden Koérpern auf Grund dieser Ladungen
auftritt. Der genaue Zahlenwert dieser Konstanten ergibt sich jedoch erst, wenn
die Einheiten der elektrischen Ladung und die der (mechanischen) Kraft unabhéingig
von einander festgelegt worden sind. Die Extraktion des Faktors 4 -7 aus dieser Kon-
stanten ist eine Konvention, fiir die man sich in diesem Fall (anders als z.B. bei der
Gravitations-Wechselwirkung) entschieden hat: Da bei der Verkniipfung von feldthe-
oretischen Groflen des ofteren iiber Raumwinkelbereiche integriert werden muss, tritt
hierbei oft ein Proportionalititsfaktor 4 - 7 auf, s. z.B. Gl. 3.717. Fiihrt man ihn
daher an einer Stelle (z.B. beim Coulombschen Gesetz) als Konvention zusitzlich
ein, entfillt er an einigen anderen Stellen. Dass die an dieser Stelle eingefiihrte
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Naturkonstante ¢y in der Gl. 4.157 im Nenner steht und nicht (wie die Konstante
v des Gravitationsgesetzes 3.742) im Zghler, ist reine, historisch bedingte Willkiir.
Die Naturkonstante €3 bezeichnet man allgemein als die Dielektrizititskonstante des
Vakuums. Ich werde diese Formulierung ebenfalls durchgingig verwenden, obwohl
ich sie fiir didaktisch ungeschickt halte und ¢; eigentlich lieber schlicht als die elek-
trische Feldkonstante bezeichnen wiirde. Die Formulierung Dielektrizitdtskonstante
des Vakuums suggeriert niamlich, dass durch g ein Materialverhalten des Materials
Vakuum beschrieben wird, so #hnlich wie durch die spéter (s. Abschnitt 4.4.3) auftre-
tende relative Dielektrizitétskonstante ¢, in der Tat das elektrostatische Verhalten
gewisser, als dielektrisch bezeichneter Materialien beschrieben wird. Dieser Interpre-
tationsversuch ist jedoch irrefithrend. Wie bereits erldutert bestimmt ¢y vielmehr die
Starke der elektrostatischen Wechselwirkung. Allerdings ist allein iiber diese Grofle
£o ein unmittelbarer Vergleich dieser Wechselwirkungs-Stérke mit der Stérke anderer
Wechselwirkungen, z.B. der Gravitation, nicht moglich, da ¢y und die Gravitati-
onskonstante v vollig unterschiedliche Dimensionen tragen. Man hat daher versucht,
jeweils eine mit diesen Konstanten verkniipfte dimensionslose Konstante zu finden.
Fiir den Fall der Elektrostatik hat dies zur Definition der Grofle

Q5

:4-7r-50-h-co

Ctemn (4.160)
gefiihrt, die aufler den uns bereits bekannten Groflen Qg und ¢y noch die Naturkon-
stante h enthilt, das sog. Plancksche Wirkungsquantum. Diese Grofle hat eine
fundamentale Bedeutung fiir den Aufbau der Quantenmechanik, s. Heft 7. Diese
dimensionslose Zahl ., wird als die Kopplungskonstante der elektromagnetischen
Wechselwirkung bezeichnet. Ihr Zahlenwert liegt sehr nahe bei der (Prim-)Zahl 137,
s. hierzu auch Abschnitt 2.2. Sie ist mit der in der Theorie der Atomspektren auftre-
tenden sog. Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten identisch.

Das Coulombsche Gesetz beschreibt offensichtlich, ebenso wie das Newtonsche
Gravitationsgesetz (Gl. 3.667), eine symmetrische Wechselwirkung, wie sie im Ab-
schnitt 3.2.5 abstrakt eingefiihrt wurde. Es ist ebenfalls Ausdruck einer Fernwirkung
und gibt an, welche Wirkung am Ort 7; von der am Ort 75 vorhandenen Ladung
()> ausgeht. Ebenso wie im Falle der Gravitationswechselwirkung kénnen wir es aber
auch so umformulieren, dass die Theorie einen lokalen Charakter erhélt:

F =£9(7) Q. (4.161)

wobei
=0 — 1 QQ

£@) (7 — . (7 -7 4,162
(1) 4'77-'50 |’]"—1)—’]"—2)|3 (1 2) ( )

—
Die (vektorielle) GroBe £(@) bezeichnen wir als die elektrische Feldstdrke. Sie kennzeich-
net die von der elektrischen Ladung @, am Ort 7, erzeugte ile)ktrische Wechsel-

wirkung und hat die Dimension ﬁ‘%. In die Feldstiirke £@)(7) geht also die
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Ladung, auf die sie jeweils wirkt, nicht ein ! Da offensichtlich ist, dass wir innerhalb
dieses Heftes 4 (Elektrostatik) ausschlielich von der elektrischen Feldstérke sprechen,
werde ich von nun an der Einfachheit den die Art der Wechselwirkung spezifizierenden
Index weglassen und statt £@ einfach & schreiben.

Die durch die Gl. 4.162 beschriebene Feldstérke ?(7}) einer elektrischen
Punktladung ist offensichtlich eine zentralsymmetrische, radial orientierte Vektor-
funktion. Fiir sie gilt daher der Satz 85, also

rot(€ (7)) =0 V7 (4.163)

?(7}) ist demnach ein konservatives Feld und besitzt ein Potenzial

— —

UT): ET)=—vUT)VT £ 0 (4.164)
Wegen der Ortsabhingigkeit U(7 ) ~ r~! ist auerhalb der Punktes 6), in dem die
elektrische Ladung konzentriert ist, die Poisson-Gleichung (Gl. 3.420) erfiillt,

CAU(T) =divE(T)=0 ¥ r>0 (4.165)

Das Potenzial U(7") ist wieder (s. Abschnitt 3.3.6) identisch mit dem Verhiltnis aus
der Energie 0 F/, die aufgebracht werden muss, um die Ladungsverteilung des Systems
an der Stelle 7 um die Ladung §Q) zu erhohen, und eben dieser Ladungsédnderung
0Q. Um Verwirrungen in Zusammenhang mit den spéter behandelten Gesetzen der
Elektrodynamik zu vermeiden, betone ich an dieser Stelle, dass die Beziehungen 4.163
und 4.164 nicht allgemein giiltig sind. Sie wurden bis an diese Stelle auch nur fiir
den Fall einer (ruhenden !) Punktladung bewiesen.

Wir berechnen das Potenzial U dieses Feldes gem. Gl. 3.437, legen der Ein-
fachheit halber den Ursprung unseres Koordinatensystems an die Stelle, an der @)
lokalisiert ist, und beriicksichtigen die Rotationssymmetrie dieses Feldes:

r s

’ QQ / d?“,
U = U — [ E&E@r)-dr=U — .
1) = Vo)~ [ e ar=veg - 22 [
70 T0
Qo 1 1
= - —— 4.1

U(TO)+4'7T'€O T To ( 66)

Wir verwenden als Bezugswert den Wert ry — oo und fordern, dass gilt:
lim U(r) =0 (4.167)

Dann vereinfacht sich die Gl. 4.166 zu

- (4.168)
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Die durch die Gl. 4.167 ausgedriickte Eichung des elektrischen Potenzials (also die
Festlegung seines Nullpunktes) ist keinesfalls eine willkiirliche Entscheidung, die man
genau so gut auch anders hitte treffen konnen. Wie wir bereits an anderer Stelle
diskutiert haben (s. Abschnitt 3.3.3), liegt fiir alle intensiven Variablen, die zu einer
Energieform gehoren, deren Nullpunkt fest, sobald die Nullpunkte der Energie und
der jeweiligen zugehorigen extensiven Variablen festliegen, hier also der Nullpunkt
der elektrischen Ladung.

4.8.8 FElektrostatische Felder beliebiger Ladungsverteilungen (-)

Wir betrachten nun den allgemeineren Fall, dass im Raum mehrere elektrisch geladene
Korper 2 ... n existieren, die mit einem am Ort 77 befindlichen und ebenfalls elektrisch
geladenen Probekorper 1 wechselwirken. Dabei setzen wir voraus, dass sich diese
Einzelwechselwirkungen linear iiberlagern, dass also in Erweiterung der Gl. 4.161
gilt

F=Y¢e9) @ (4.169)
=2

Der Ubergang von einer einzigen Punktladung zu einer endlichen Anzahl von im
Raum beliebig verteilten Punktladungen hat also zu keinerlei zusétzlichen Schwierig-
keiten gefiihrt. Es gilt einfach

g(_cz))(r):;.i #.(T—)_?)
Viodmeee S \Im-wpP
Wir gehen sogleich noch einen Schritt weiter bis zu dem allgemeinen Fall, bei dem
die elektrischen Ladungen iiber ein endliches Volumen verteilt sind. Da die Aus-
gangsgleichung fiir die elektrostatische Wechselwirkung, nimlich das Coulomb-Gesetz
(Gl 4.157), bis auf das Vorzeichen vollig identisch aufgebaut ist zum Gravitati-
onsgesetz (Gl. 3.667), sind auch alle nur darauf aufbauenden Beziehungen unmit-
telbar aus der Theorie der Gravitation in die Elektrostatik iibertragbar. Die beiden
wesentlichen Unterschiede sind jedoch immer zu beachten: Die elektrische Ladung
kann beiderlei Vorzeichen annehmen, und das Vorzeichen der Wechselwirkung hat
sich herumgedreht: Die zwischen 2 gleichartig geladenen Korpern wirkende Kraft
ist abstof3end!

Wir definieren also in bereits bekannter Weise die elektrische Ladungsdichte

= s1o 6V,

™)

q(r (4.170)

Durch diese Funktion ¢(7') ist die Struktur einer beliebigen Ladungsverteilung im
Raum eindeutig gekennzeichnet!. Aus ihr miissen daher alle weiteren elektrosta-
tischen Groflen berechenbar sein. Z.B. betrégt die in einem endlichen Volumen V'

#Viele Lehrbiicher verwenden den Buchstaben o zur Kennzeichung der elektrischen Ladungs-
dichte. Unserem generellen Konzept der Namensgebung von Dichten extensiver Groflen folgend ist
jedoch der Buchstabe ¢ die konsequente Wahl
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enthaltene elektrische Ladung
= )
Q)= /q(r ) - d*r (4.171)
1%

Aus der Additivitdt der elektrostatischen Wechselwirkung folgt in Verbindung mit
der GL. 4.168 unmittelbar der Zusammenhang zwischen der Ladungsdichte ¢(7") und
dem elektrostatischen Potenzial U(r) auerhalb des mit Ladung erfiillten Volumens,

—\ 1 Q(T,) 3/ . =
U(T)_4'7T'€o / . d°r 5 1T ¢V (4.172)

ﬁ
Das Integrationsvolumen Vj ist wieder so zu wihlen, dass ¢(r’) auBerhalb dieses
Volumens verschwindet,

qT)=0 VT ¢V, (4.173)

Die nun folgende Berechnung des Feldes U(7") durch Entwicklung des Integranden der
Gl. 4.161 nach Kugelfunktionen muss fiir die negativen und die positiven Ladungen
getrennt erfolgen. Wir verwenden also die Identitét

N
)20 (4.174)
— —
In der hier benutzten Definition bezeichnen die Funktionen ¢ (7" ) und ¢ (") die
Dichte des Betrages an positiver bzw. negativer Ladung. Das unterschiedliche Vorzei-
chen der Ladungen wird dann jeweils explizit in den darauf aufbauenden Gleichungen
berticksichtigt. Fiir diese positiv definiten Teilladungsdichten gelten nun alle im Fall
der Gravitation errechneten Beziehungen (Abschnitt 3.2.10) in analoger Weise. Wir
berechnen wieder zunichst das sog. Auflenfeld, also das Feld auflerhalb von V4. Die
Multipolentwicklung des elektrostatischen Potenzial lautet daher

1 1 7 / 7 /
u(r) = S| fanh e = [ao0

4-7r-50.7“
V() VO
1 1 ﬁ/ ! ! ﬁ/ ! !

+ = /q(+)(r )7 - cosy - dPr —/q(_)(r )7 - cosy - dPr

4.-m-g9 12

V() VO

1 7 7 N2 (3 1 /
—I——3-/(q(+)(r ) —q ) (r )) . (7“) . (5 - cos®y — 5) SdPr — ... (4.175)

r

0

ﬁ
~ ist wieder der Winkel zwischen den Ortsvektoren 7° und 7 . Wegen der separaten

mathematischen Behandlung der positiven und der negativen Ladungsbeitrige ist
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die Definition eines Ladungsschwerpunktes und die Verwendung eines Koordinaten-
systems mit diesem Schwerpunkt als seinem Ursprung etwas komplexer strukturi-
ert. Wir definieren als den Schwerpunkt der Gesamt-Ladungsverteilung den ladungs-
gewichteten Mittelwert der in analoger Anwendung der Gl. 3.697 separat berechneten
Schwerpunkte der positiven und der negativen Ladungsverteilung, also die Grofle

— —_—
? B QW .8 4 Q). g) L176
- Q) + Q) (4.176)
Hierbei gilt
- =
N fq(“(r,) o d3r
g+ "% — (4.177)
[ a0
Vo
- =

f q(_)(/]",) . /]", . d3/]",
Vo

SO = (4.178)

[aO0") - a3
Vo

— —
Analog wie die Dichten ¢ (") und ¢=) (r") kennzeichnen auch die Gréfien Q) und
Q) die Betrige der gesamten positiven bzw. negativen Gesamtladung. Die bereits
benutzte Gesamtladung () errechnet sich daher gem.

Q= Q(+) _ Q(—) (4.179)

Die Definition 4.179 bleibt auch anwendbar, wenn diese beiden Grofien gleich sind,
der betrachtete Korper also insgesamt die elektrische Ladung Null besitzt.

Wir wollen also nun ein Koordinatensystem verwenden, dessen Ursprung mit
dem Ladungsschwerpunkt S iibereinstimmt. Um nicht in mathematische Schwie-
rigkeiten zu geraten, wihlen wir das Integrationsvolumen V[ ausreichend grof}, so
dass auch bei kompliziert strukturierten Ladungsverteilungen der Schwerpunkt immer
innerhalb von V; liegt. Die Interpretation des 1. Terms in dieser Entwicklung bleibt
gegeniiber der Situation im Fall der Gravitation unveréindert. Denn diese Integrale
enthalten weiterhin keine von dem Aufpunkt 7 abhingigen Terme; ihr Gesamtwert
ist einfach die Gesamtladung () des Systems. Der Beitrag des Monopol-Terms zum
Potenzial betrsigt daher

U7y = — ¢ (4.180)
4-m-e9 T
Die Grofle r in dieser Gl. ist also nun der Abstand des betrachteten Punktes von
diesem Schwerpunkt.

Wir sind nun auch in der Lage, die Beziehung fiir 7 * ?(7}) (Gl. 4.165) auf

den allgemeinen Fall des (partiell) ladungsgefiillten Raumes (¢(7") # 0) zu erweitern.
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Da die mathematische Struktur des Coulombschen Gesetzes (Gl. 4.157) mit dem
Gravitationsgesetz (Gl. 3.667) identisch ist, konnen wir das im Absatz Gravitati-
onsfeld raumlich ausgedehnter Massenverteilungen (S. 260) erzielte Ergebnis direkt
tibernehmen. Wir miissen nur die aus den bereits zitierten Griinden der Konvention
unterschiedlichen Vorfaktoren beriicksichtigen:

v E(T) = 1 -q (4.181)

Da jedoch auch die Gl. 4.164 weiterhin giiltig ist, lédsst sich die Gl. 4.181 auch in der
Form
v E(T)=AU(T) = —— (7 (4.182)
0
schreiben. Dann erkennt man unmittelbar, dass diese Gl. die fiir Bereiche mit
nicht verschwindender Ladungsdichte geltende Erweiterung der Poisson-Gleichung
(GL 3.420) darstellt.

Zum anderen aber kénnen wir wegen der Additivitit der elektrostatischen
Wechselwirkung die zunéchst nur fiir eine Punktladung bewiesene Gl. 4.163 un-
veréindert fiir den Fall einer beliebigen (zeitunabhiingigen) Ladungsverteilung ¢(7")
iibernehmen.

Der Ubersichtlichkeit halber wiederhole ich an dieser Stelle die Grundgleichun-
gen der Elektrostatik:

div (?(?)) - ¢(7) (4.183)

rot(€ (7)) =0 (4.184)

Solange die als vorgegeben angesehene Ladungsverteilung ¢(7) sich nicht mit der Zeit
S'Lr)ldert, ist daher durch deren Festlegung die durch sie erzeugte elektrische Feldstérke
£ (7) in ihrer riumlichen Verteilung im gesamten geometrischen Raum ebenfalls fest
vorgegeben. Zu ihrer Berechnung muss das durch die Gl.-en 4.183 und 4.184 gebildete
System von Differenzialgleichungen geltst werden.

Um Missversténdnissen vorzubeugen, die sich an dieser Stelle leicht einschle-
ichen konnen, betone ich, dass die Gl. 4.168 fiir jedes Koordinatensystem korrekt ist,
also auch fiir das nun gewéhlte System mit dem Schwerpunkt der Gesamt-Ladungsver-
teilung als Ursprung. Diese Aussage gilt ebenso fiir die noch zu diskutierenden GI.-
en fiir die hsheren Momente der Ladungsverteilung (s. entsprechende Erlduterungen
im Absatz S. 260). Die Wahl eines Koordinatensystems mit dem gem. Gl. 4.176
definierten Schwerpunkt der Ladungsverteilung gestaltet jedoch wieder die Bestim-
mungsgleichungen fiir die verschiedenen Momente der Ladungsverteilung besonders
einfach.

Eine konkrete Berechnung von U (r) wird allerdings selbst fiir relativ einfache
Ladungsverteilungen schnell aufwendig und fithrt i.a. nicht mehr zu analytischen
Beziehungen. Es ist daher an dieser Stelle alles andere als einfach, allgemein giiltige
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Zusammenhiinge aufzuzeigen, die bei der Behandlung konkreter Fragestellungen von
Nutzen sein kénnen. Wir werden in Ermangelung dessen im Abschnitt 4.3.5 einige
besonders einfach strukturierte Beispiele konkret berechnen. Diese sollen dem Leser
helfen, sich in dem Gebiet der Elektrostatik zu orientieren.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Elektrostatische Felder beliebiger La-
dungsverteilungen ist noch nicht verfiigbar.)

4.8.4 Die elektrische Feldenergie (-)

Jede im Raum vorhandene Verteilung von elektrischer Ladung erzeugt also ein elek-
trisches Potenzial U (7). Dieses gibt die Energie dE an, die erforderlich ist, um an der
Stelle 7 die Ladungsdichte ¢(7") um den Wert j—{i zu erhohen. Also ist zur Herstel-
lung einer bestimmten Ladungsverteilung ¢(7") insgesamt eine gewisse Gesamtenergie
E erforderlich. Die Situation steht in weitgehender Analogie zu der Situation im Fall
der Gravitation. Fiir die gravitative Wechselwirkung haben wir diese Energie konkret

berechnet (s. Abschnitt 3.3.11) und festgestellt, dass diese bis auf das Vorzeichen mit

dem Ausdruck )
1 ¢
. My ) g3 4.1
e /(5 (7“)) i (4.185)

—
identisch ist. Auf diese Weise haben wir das Gravitationsfeld £)(7) als dasjenige
System identifiziert, mit dem bei einer Verschiebung von Massen im Raum Energie
ausgetauscht wird. Fiir die Diskussion der elektrischen Feldenergie beschrinken uns
nun zuniichst auf eine Ladungsverteilung ¢(7'), die ausschlieBlich aus Ladungsele-
menten derselben Polaritét aufgebaut ist. Dann kénnen wir séimtliche Rechenschritte
und Argumentationen aus dem Abschnitt 3.3.11 unveréindert iibernehmen, wenn wir
nur die unterschiedlichen Vorfaktoren in den Grundgleichungen der beiden Wechsel-
wirkungen, also in den Gl. 3.746 und 4.157, entsprechend beriicksichtigen:

1

- 4.186
4-7'("60 ( )

(=) —
Dann kommen wir zu dem Schluss, dass die zum Aufbau einer Ladungsverteilung
q(7") erforderliche Energie identisch ist mit dem Ausdruck

EeFea = 6—20 : / (?(7}))2 - dPr (4.187)
Dieser Ausdruck ist jedoch positiv! Die Lokalisierung einer endlichen Menge von
(urspriinglich iiber das Universum verteilter) elektrischer Ladung gleicher Polaritét
auf ein endliches Volumen erfordert einen positiven Betrag an Energie. An dieser
Stelle besteht also keinerlei Versuchung, eine zur (Gravitations-)Energiedichte des
Vakuums analoge Grofle in die Theorie aufzunehmen.

Wenn wir nun den Schritt wagen zu einer beliebigen, aus positiven und aus
negativen Anteilen bestehenden Ladungsverteilung ¢(7”), geraten wir in eine mathe-
matisch nicht einfach zu bewiiltigende Situation. Denn wir konnen jetzt nicht einfach
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fiir den positiven Anteil ¢**)(7") und den negativen Anteil ¢(=)(7") die Feldenergie
separat berechnen und danach addieren, da ja die Energiedichte eine quadratische
Funktion von & ist. Ich gebe daher das Ergebnis der vollstéindigen Rechnung ohne
Beweis an:

Theorem 140 Fiir jede beliebige Ladungsverteilung q(7°) ist die zu ihrer Erzeugung
erforderliche Energie gleich dem Ausdruck

% . / (?(7))2 By (4.188)

wobei ?(7) das von dieser Ladungsverteilung erzeugte elektrische Feld ist.

Die Integration in der Gl. 4.188 erfolgt iiber den gesamten Raugl. Auch im Fall
der elektrostatischen Wechselwirkung ist also das elektrische Feld & (7°) dasjenige
physikalische System, mit dem bei jeder Veréinderung einer rdaumlichen Ladungsvertei-
lung ¢(7") Energie ausgetauscht wird. Die lokale Energiedichte dieses Feldes betrigt

2
601.F01d(?) = % . (?(?)) (4189)

Zum Abschluss dieses Abschnitts berechnen wir die integrale Feldenergie einer
zentralsymmetrischen homogenen Verteilung von elektrischer Ladung, also einer Kugel
vom Radius R, in der elektrische Ladung mit einer konstanten Ladungsdichte ¢(7")
verteilt enthalten ist. Die Berechnung der elektrischen Feldenergie dieser Konfig-
uration ist vollig dquivalent zu der im Abschnitt 3.3.11 behandelten zentralsym-
metrischen homogenen Massenverteilung, wir konnen daher erneut das dort erzielte
Ergebnis unmittelbar iibernehmen, wenn wir nur den korrekten Austausch der Feld-
konstanten gem. Gl. 4.186 vornehmen. Die Gl. 3.872 wird dann zu

Earu(@Q)=7 7——— & (4.190)

Dieses Ergebnis zeigt, dass eine Punktladung, also ein physikalisches Objekt mit einer
endlichen elektrischen Ladung ) und einem verschwindend kleinen Volumen V' — 0
nicht existieren kann. Denn es wiirde ein elektrisches Feld mit einer iiber alle Grenzen
wachsenden Feldenergie erzeugen,

R— 0= E.4req (Q > 0) — OO (4.191)

Fiir welche realen physikalischen Objekte die Annahme einer konstanten Ladungs-
dichte q(7") eine brauchbare Niherung darstellt, will ich an dieser Stelle noch offen
lassen. Ich weise jedoch darauf hin, dass diese Nidherung fiir makroskopische elek-
trisch leitende Objekte nicht brauchbar ist, s. Abschnitt 4.4.1.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Die elektrische Feldenergie ist noch
nicht verfiigbar.)
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4.8.5 Finige Beispiele von Ladungsverteilungen (-)

(XXX: Der einleitende Text des Abschnitts Finige Beispiele von Ladungsverteilungen
ist noch verfiigbar.)

Der ideale Dipol (-)

Wir betrachten also nun ein System mit einer Ladungsverteilung
- l = l

(') =Q0(0,0,5) ;7 (') = Q- (0,0,—3) (4.192)

Fiir diese Darstellung wurde das karthesische Koordinatensystem benutzt. Es handelt
sich also um 2 als Punktladungen angeniherte lokale Konzentrationen von elektrischer
Ladung (von jeweils der Absolutladung ()), die um den Abstand [ voneinander ge-

trennt sind®. Der Einfachheit halber haben wir den Koordinatenursprung gleich in
ﬁ

den Schwerpunkt der Ladungsverteilung ¢(7) gelegt und den aus den beiden Punk-
tladungen +@Q und —(@Q gebildeten Dipol in die z-Achse orientiert. Das 2. Moment
des elektrischen Potentials dieser Ladungsverteilung betréigt

_ 1 1 -7 / — / -7 / —
U(l_2)(7) = m ek /q(+)(7“ Yor ccosy (T ) - dPr — /q(_)(r Yor -cosy (77 (d
Vo Vo
1 1 l N N
= m‘g‘@‘g‘(COSW(T>T+))—COS(V(TW—))) (4
ﬁ
r'.: Ortsvektor der Punktladung + Q)
ﬁ
r" . Ortsvektor der Punktladung — Q)

Diese GI. gilt fiir den im Absatz S. 260 definierten Aussenbereich der Ladungsverteilung,
also muss insbesondere gelten

7| >

(4.195)

DO |~

Wir bestimmen nun den Zusammenhang zwischen den beiden in der Gl. XXX auftre-

tenden cos-Ausdriicken und betrachten zunéchst den Fall z > 0.

> = T\ _ 72
z 2 0:>cosv(r,r+):?

— 7 — 7 — 7
—> cosy(7,r ) = cos (7‘(—’}/(7“ ,7“+)) = —cosy(7,7)
Fiir z < 0 gilt
— _
z < 0:>cosv(7),r'_):—z
”
— — —
= cosvy(7,r") = cos (7r - 7(7),7“'_)) = —cosy(7,7")

5Fiir die Kennzeichnung von Abstinden hat sich in der Literatur keine einheitliche Kennung
durchgesetzt. Ich werde an dieser Stelle die in der Elektrostatik iibliche Kennung [ verwenden.
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Die Gl.-en XXX und XXX fassen wir zusammen zu der Form
_ 1 Q-1
U=2) (77 = .
( " ) 4.7 €0 fr%

]

Der Feldverlauf dieses idealen Dipols ist also durch den Wert der Grofle
Moy =Q -1 (4.196)

vollsténdig festgelegt. Wir bezeichnen sie als das elektrische Dipolmoment dieses Sys-
tems. Es hat die Dimension elektrische Ladung- Lange. Die fiir beliebige Ladungsverteilun-
gen geltende Definition und Berechnungsvorschrift fiir das elektrische Dipolmoment
werden wir bald kennen lernen.

Wir berechnen nun das elektrische Feld des idealen Dipols (s. Gl. 4.164)

E(7T)=-VU(T)=-V ( L e l) _ @l g (@) (4.197)

= =
4-7'("60 r2 4'7’("60 r2

In Zylinderkoordinaten hat der Gradient die Form (GI. 3.491)

AU (psp;2)
VU(p;p32) = 5 =5
AU (psp;2)
9z
Wir erhalten also
3-2-p
. 1
E(prpiz) = — oL 5 0 (4.198)
4-m-¢gp (p? + 22)® P22 2

Die elektrische Feldstéirke ist also immer parallel zur p/z-Ebene orientiert.
Wir diskutieren zunéchst den Verlauf von £ fiir z = 0:

0
= Q-1 1
(p; ) fomoe P ( )

In der p/p-Ebene (diese ist identisch mit der z/y-Ebene des karthesischen Koordi-
natensystems) verlduft £ immer in die negative z-Richtung. IThr Betrag nimmt mit
der 3. Potenz von p ab. .

Als néchstes bestimmen wir den Verlauf von £ entlang der z-Achse, also fiir
p=0.

E(p=0;p;2) =+
= 0532) =
Py 4-mg |

0
2.0 (4.200)
1
Entlang der z-Achse zeigt € immer in die positive z-Richtung.
Ich erinnere daran, dass alle diese Beziehungen 4.198 bis 4.200 nur im Aussen-
feld r > [ giiltig sind.
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Der rdaumlich homogene Dipol (-/-)

(XXX: Der Text des Absatzes Der rdumlich homogene Dipol ist noch nicht verfiig-
bar.)ist noch nicht verfiigbar.)

4.4 Materie im elektrischen Feld (-)

Wir wenden uns nun den eigentlichen elektrostatischen Phinomenen zu, némlich
den Effekten, die auftreten, sobald Materie in ein elektrisches Feld gebracht wird.
Die Grundlagen dieser Phinomene werde ich besonders ausfiihrlich behandeln, da
meiner Erfahrung nach gerade an dieser Stelle bei nahezu jedem Anfiinger (und nicht
nur bei ihm) besonders hiufig tief gehende Verstdndnisprobleme auftreten. Grund-
konzeption aller nun folgenden Begriffsbildungen ist die Aufteilung des betrachteten
Gesamtsystems in denjenigen Teil, dessen physikalische Variablen Werte aufweisen,
die von auflen vorgegeben werden, und in den Teil, dessen Zustand nicht unmit-
telbar von auflen vorgegeben wird. Die Variablen dieses Teils stellen sich vielmehr
von selbst derart ein, dass sie gewisse Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Dieses
Grundkonzept wird uns noch an vielen Stellen innerhalb dieses Buches begegnen.
Die dynamischen Grundregeln, nach denen diese Ausgleichsprozesse ablaufen, haben
wir bereits im Abschnitt 3.3.13 kennen gelernt.

Bevor wir uns auf diesen steinigen Weg begeben, behandeln wir noch kurz das
wesentlich leichter verstéindliche System eines Korpers aus einem leitfihigen Material
in einem elektrischen Feld. Einige der darin abgeleiteten Beziehungen werden wir
némlich danach unmittelbar benotigen.

4.4.1 Ladungsverteilung in leitenden Materialien (-)

Wir bestimmen nun die in Proben aus elektrisch leitenden Materialien im sta-
tiondren Zustand moglichen Ladungsverteilungen. Das von der Probe eingenommene
Volumen bezeichnen wir als V', und wir setzen voraus, dass es einfach zusammen-
hiingend ist. Mit einer vorgegebenen Ladungsverteilung ¢(7°) liegt aber gem. GL
4.181 auch die Verteilung des elektrischen Feldes ?(7}) fest und umgekehrt. Damit
ist dann auch das dem elektrostatischen Feld ?(7) zugeordnete Potenzial U(7)
vorgegeben. Da jedoch in einem elektrisch leitenden Material jede endliche Poten-
zialdifferenz |U(75) — U(77)| > 0 einen zwischen diesen beiden Punkten 77 und 75
flieBenden elektrischen Strom anwirft, der seinerseits die Ladungsverteilung ¢(7")
verdndert, muss zwangsldufig im stationédren Zustand gelten

U7T)=U V¥V 7T eV (4.201)

In einem Gesamtsystem aus einem elektrischen Feld und einem (oder mehreren) elek-
trisch leitenden Korper(n), das sich in einem stationéren Zustand befindet, bildet
daher jede Oberfliiche eines elektrisch leitenden Korpers eine Aquipotenzialflsiche
dieses Feldes. Eine unmittelbare Folge dieser Aussage ist der Satz
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Theorem 141 In jedem Volumen V', das vollstindig von einer elektrisch leitenden
Hiille endlicher Dicke eingeschlossen ist, und das selbst keine elektrischen Ladungen
enthdlt, hat die elektrische Feldstirke tiberall den Wert 0,

—

E(T)=0V 7T €V (4.202)

Diese Aussage gilt unabhdngig von der Feldverteilung E)(?) i dem restlichen Volu-
men auflerhalb der genannten elektrisch leitenden Hiille.

Alle Punkte innerhalb dieses durch die elektrisch leitende Hiille eingeschlosse-
nen Volumens befinden sich also auf demselben elektrischen Potenzial. Der Satz
141 bildet die Grundlage fiir das Konzept des Faradayschen Kdfigs sowie der elek-
trostatischen Abschirmung von elektrischen Leitungen fiir die analoge oder digitale
Dateniibertragung, s. Abschnitt 14.7.2: Durch die vollsténdig geschlossene elektrisch
leitende Hiille wird das innere Volumen vollstéindig von den elektrostatischen Vorgén-
gen im dufleren Volumen abgeschirmt. Es geniigt sogar ein geniigend engmaschiges
Netz aus leitenden Stidben oder Drihten, um die abschirmende Wirkung aufr_e)cht zu
erhalten. Die Abschirmwirkung bleibt auch fiir sich zeitliche &indernde Felder & (7”;¢)
erhalten, solange die zeitlichen Anderungen nicht zu schnell ablaufen. Die Frage, was
diese Formulierung genau bedeutet, d.h. welches Kriterium fiir die Priifung einzuset-
zen ist, ob die zeitlichen Anderungen noch gentigend langsam sind, kénnen wir mit
unserem bisherigen Wissen noch nicht beantworten. Ich werde spéter darauf zuriick
kommen .

Der Satz 141 liefert uns auch das Werkzeug, um einige niitzliche Beziehun-
gen herzuleiten, die wir bisher ausgespart haben: Wir beginnen mit der Berechnung
der Kapazitit eines Plattenkondensators. Dieser besteht (im einfachsten Fall) aus
2 ebenen parallel zu einander angeordneten elektrisch leitenden Platten der Fliche
A. Der Abstand der beiden Platten sei d, s. Abb. 5. Auf der einen Platte befinde
sich die Gesamtladung () und entsprechend auf der anderen Platte die Gesamtladung
—@Q. Wegen GIl. 4.201 ist im stationdren Zustand des Systems das Potenzial entlang
jeder dieser Platten konstant. Wegen GIl. 4.181 ist dann aber auch die auf die Fliche
bezogene Ladungsdichte qa(x, z) entlang der Plattenoberfliche konstant,

qa(z,z) =q= % (4.203)

Fiir das zwischen den beiden Kondensatorplatten herrschende elektrische Feld gilt
dann (s. wieder Gl. 4.181)

E(T) = (0,,;0) = (0;5%;0) = (4.204)

U = —-q-d (4.205)
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Der Zusammenhang zwischen () und U ist offenbar linear und die Kapazitit dieses
Kondensators ist daher einfach

c== (4.206)

Damit folgt unmittelbar

- (4.207)

Nicht beriicksichtig haben wir bei dieser Berechnung die Tatsache, dass sich nicht
nur in dem Volumen zwischen den beiden Kondensatorplatten eine elektrisches Feld
bildet, sondern dass dies genau so fiir den iibrigen Raum, also fiir den sog. Auflenbe-
reich der Kondensatoranordnung gilt. Auch in diesem Volumen ist elektrostatis-
che Feldenergie gespeichert, sobald nur die beiden Kondensatorplatten eine endliche
Ladung ) bzw. —() tragen. Ich werde auf diese Fragestellung im nachfolgenden
Abschnitt 4.4.3 eingehen. An dieser Stelle beschrinke ich mich auf den Hinweis, dass
der Beitrag der im Auflenbereich gespeicherten Feldenergie gegeniiber der im Inneren
des Kondensators gespeicherten Energie vernachléssigbar klein ist, solange nur die
Plattenfliche des Kondensators geniigend grof3 ist im Vergleich zum Plattenabstand.
Genauer formuliert muss die Bedingung

% > 1 (4.208)

erfiillt sein. Der Beweis dieser Aussage ist Gegenstand der Aufgabe 4.

Als néchstes berechnen wir die (gesamte) elektrostatische Feldenergie, die von
einer Kugel aus elektrisch leitfdhigem Material, z.B. einem Metall, erzeugt wird, wenn
sie mit einer Menge () an elektrischer Ladung beladen wird. Wegen des S_a)tzes 141
stellt sich dabei diejenige Ladungsverteilung ein, bei der die Feldstiirke & (7°) im
Inneren der Kugel zu 0 wird. Wie man sich unmittelbar klarmacht, ist dies eine
Ladungsverteilung, bei der die Gesamtladung () in einer oberflichennahen diinnen
Schicht gleichméifig iiber die gesamte Oberfliche der Kugel verteilt ist. Die Dicke
dieser Schicht nehmen wir fiir die nachfolgende Rechnung als vernachlissigbar klein im
Vergleich zum Kugelradius an. Thr Wert ergibt sich aus den Materialeigenschaften des
Kugelmaterials. Wir gehen hierauf an dieser Stelle nicht néiher ein, da uns hierfiir noch
eine Reihe von Kenntnissen aus der Festkorperphysik und der Thermodynamik fehlen.
Wir legen den Ursprung des benutzten Koordinatensystems in den Mittelpunkt dieser

—
T

Kugel. Dann hat das von dieser Ladungsverteilung erzeugte Feld E)( ) die Gestalt

) = — “ _m-®m VIFI=R (4200

4-m-e0 |7 -1

= 0V |7| <R (4.210)




532 Elektrostatik - Basis von Blitz und Fax (-)

und die gesamte Feldenergie betrigt

€ — _y\2 €
Earaa = 70' / (5(7“)) L=<

1 Q\° )
2 4 d
{4-7r-50 7“2} oA

L3

2
ges.Raum T
1 Q?
~ Sae R 4210

Fassen wir dieses System der geladenen Metallkugel als ein makroskopisches Objekt
auf, das Energie in Form von elektrischer Energie

dE = U -dQ (4.212)

mit anderen Systemen austauschen kann, dann ist offenbar

dE 1 0
== SE = 4.21
dQ 4'7'("50 R v ( 3)

die zugehorige intensive Variable, die elektrische Spannung U, und diese ist eine li-
neare Funktion von (). Gem. Gl. 4.145 ist daher

C=4-m-g R (4.214)

nichts anderes als die Kapazitit dieses Kugelkondendators. Das Innere der Me-
tallkugel ist bei dieser Anordnung ohne Funktion. Daher konnen wir das in ihm
enthaltene Material auch entfernen, ohne dass sich in dem elektrostatischen Ver-
halten eine Verdnderung zeigt. Gl. 4.153 gibt also ebenfalls die Kapazitit einer
metallischen Hohlkugel an. Wir wollen diese Aussage prizisieren: Das von uns
betrachtete System eines Kugelkondensators besteht nicht nur aus der elektrisch lei-
tenden Kugelschale, sondern auch noch aus der sog. Gegenelektrode, einer der Ein-
fachheit halber als ebenfalls elektrisch leitend anzunehmenden Fliche, die sich auf
dem elektrischen Potenzial U = 0 befindet. Die Kapazitit dieses Systems ergibt
sich aus der Gl. XXX streng genommen erst dann, wenn diese beiden Kugelschalen
konzentrisch positioniert sind und der Radius der Gegenelektrode beliebig grof3 ist.
Bei einer endlich groflen, z.B. planaren Gegenelektrode der Kantenlinge a > R in
einem Abstand d > R zur Kugelschale ist diese Gl. jedoch auch bereits eine gute
Niherung fiir die Kapazitéit dieses Systems.

(XXX: die nachfolgende Textpassage entfernen ?)

Zum Abschluss dieses Abschnitts berechnen wir die integrale Feldenergie einer
Ladungsverteilung, die durch einen einzigen Dipol angenihert werden kann, einer
Ladungsverteilung also mit folgenden Eigenschaften:

e Sie besteht aus 2 Teilladungen )1 und ()2, die sich nur in ihrem Vorzeichen
unterscheiden,

Q1 =0Q=—-Q (4.215)
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e Die beiden Teilladungen (); und ()2 befinden sich beide jeweils auf einer elek-
trisch leitenden Kugel vom Radius R.

e Diese beiden Metallkugeln sind derart fixiert, dass der Abstand der Kugelmit-
telpunkte Ar betrigt und die Kugeln einander nicht beriihren (oder gar durch-
dringen). D.h. es gilt Ar > 2- R.

Zur Berechnung der gesuchten Grofie
Eoraa(Q, Ar) (4.216)

betrachten wir zunéchst die Feldenergie fiir die Konfiguration, in der die Ladung ()
noch nicht vorhanden ist. Diese Energie ergibt sich unmittelbar iiber die Gl. 4.211.
Erginzen wir nun die Ladung ()2, positionieren sie aber zunéchst in einem Abstand
Ar — oo von @, so erzeugt diese Ladung ebenfalls ein elektrisches Feld mit der
Feldenergie gem. Gl. 4.211. Insgesamt gilt daher

1 ¢
4-7'("60 R

Eorrad(Q, Ar — 00) = (4.217)

Das elektrostatische Potenzial U des von der Ladung (), erzeugten Feldes betrégt fiir
ausreichend grole Werte von r (Gl. 4.168)

@ Ly, s n (4.218)

U(T):4-7r-50 r

Wenn man nun den Schwerpunkt der Ladung ()2 bis auf einen Abstand Ar an den
Schwerpunkt der Ladung ¢); heranbringt, &ndert sich daher die Energie des Gesamt-
systems um

Q1-Q2 1 Q? 1

. = — C— 4.219
4-m-e9 Ar 4-7w-e9 Ar ( )
so dass die Feldenergie des durch diese Ladungsverschiebung entstandenen Dipolfeldes

den Wert
2 2 2
Eeraa(Q, Ar) = L (Q g) @ L. (1 i ) (4.220)

AE'cl.Fcld =

4-7m-¢g R Ar :4-7T-60.R Ar

annimmt. Durch die Annidherung der Ladung Q2 an die Ladung ); nimmt also die
integrale Feldenergie maximal bis auf die Hilfte ihres Ausgangswertes ab,

Ecl.Fcld (Q, A’I“ d OO) = 2 . Ecl.Fcld(Q> A’I“ Z 2 . R) (4221)
Die durch die Gl. 4.220 definierte Funktion E.)r.q(Q) hat wieder die Form

Q2
T 2.C

Eorea(Q) (4.222)
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Eine Anordnung aus 2 (z.B) gleich grolen Metallkugeln hat daher eine wohl definierte
(elektrische) Kapazitit, ndmlich

2-m-e0- R
o =2"""=0"""
(1-2)

Ich weise allerdings darauf hin, dass die von mir gewihlte Vorgehensweise, um
zu der Gl. 4.220 und den daraus geschlossenen Folgerungen zu gelangen, wohl relativ
leicht nachvollziehbar ist, aber nur eine Niherung fiir geniigend grofie Werte von Ar
darstellt, genauer fiir

(4.223)

Ar
— 1 4.224
> (1.224)

Denn wir haben nicht beriicksicht, dass sich bei der Annédherung der beiden geladenen
Kugeln auch die Ladungsverteilung auf diesen Kugeln veréindert. Es bleibt wohl wei-
terhin fiir das Innerer beider Kugeln die Bedingung 4.202 erhalten, sie gilt aber jetzt
fiir das von beiden Ladungsverteilungen ¢;(7") und ¢,(7") insgesamt erzeugte Feld
(7).

(XXX: Der an dieser Stelle noch vorgesehene weitere Text ist noch nicht ver-
fiigbar.)

4.4.2  Polarisierbare Materialien (-)

Wir wenden uns nun Systemen zu, die insgesamt keine elektrische Ladung tragen, und
die auch in keinem ihrer Teilvolumenelementen elektrische Ladung tragen, zumindest
solange diese Volumenelemente noch ausreichend grof3 sind, um sie mit den Methoden
der Kontinuumsphysik behandeln zu kénnen. Fiir das gesamte betrachtete Volumen
gilt daher

q(7)=0=Q=0 (4.225)

Auf submikroskopischer Lingenskala konnen jedoch elektrische Dipole existieren mit
einem endlichen Dipomoment 97161. Wir entledigen uns der Schwierigkeiten bei dem
Ubergang von der submikroskopischen zur makroskopischen Betrachtungsweise, in-
dem wir sofort zu den auf das Volumen bezogenen Groflen und Einheiten iibergehen.
Wir definieren die Grofle

— —\ . ,
w (77) = S RTAGE (4.226)

und bezeichnen sie als die volumenbezogene Dichte des elektrischen Dipolmomentes
an der Stelle 7. Materialien mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir als elektrisch
polarisierbar.

Die von mir gewihlte Kennzeichnung m,, fiir diese Grofie entspricht wohl
der von mir in diesem Lehrbuch gewihlten Systematik fiir die Kennzeichnung ex-
tensiver Groflen und ihrer (z.B. volumenbezogenen) Dichten. Sie ist jedoch in der
naturwissenschaftlichen Literatur vollig ungebréuchlich. Vielmehr wird die Dichte
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des elektrischen Dipolmomentes in der Literatur ganz iiberwiegend als Polarisation
bezeichnet und durch den Grofibuchstaben P gekennzeichnet. Ich finde diese Wahl
extrem bedauerlich, zumal das Wort Polarisation bereits fiir eine der grundlegen-
den Eigenschaften elektromagnetischer Strahlung vergeben ist (s. Abschnitt 11.1.3),
die mit der hier behandelten physikalischen Grofle in keinerlei logichem Zusammen-
hang steht. Aus didaktischer Sicht ist diese Wahl geradezu eine Katastrophe und
wahrscheinlich h#ufig Anlass fiir tiefgehende Verstéindnisprobleme und das wieder
einmal nicht nur bei Anfiéingern.

Um meine Leser nicht unnétig zu irritieren, werde ich gelegentlich nochmals
darauf hinweisen, dass es sich bei der von mir mit M gekennzeichneten Grofle um in
der Literatur iiberwiegend mit dem Buchstaben P gekennzeichnete Grofle handelt.

Der Polarisationszustand eines Systems aus elektrisch polarisierbarem Mater-
ial wird durch die Funktion

e (77) (4.227)

eindeutig vorgegeben. Jedes Volumenelement dV des von dem Material erfiillten
Volumens V' erzeugt nun ein elektrisches Feld (s. Gl. 4.198)

— —)) 1 3.Z.p

d_é')(p;gp;z):—md(r . = 0 dPr (4.228)
4-m-¢gp (p? + 22)2 P

Diese Gl. gilt in dem Zylinderkoordinatensystem, das den Aufpunkt 7 als Koordi-
natenursprung benutzt und dessen z-Achse parallel und gleich orientiert zur Dipolmo-
mentendichte W, (77) in diesem Aufpunkt ist. Fiir eine Integration des Ausdrucks
iiber das Probenvolumen V' ist diese Darstellung jedoch ungeeignet. Wir miissen
daher die Gl. 4.228 in ein besser geeignetes Koordinatensystem transformieren. In
einem 1. Schritt gehen wir zu einem Zylinderkoordinatensystem iiber, dessen Orien-
tierung im Raum fiir alle Aufpunkte 7 identisch ist. Der Koordinatenursprung ist
jedoch weiterhin mit dem Aufpunkt identisch. Die hierfiir geltende Transformations-
beziehung lautet

XXX p
ﬁ
z
und die Gl. 4.228 wird zu
dE(pip;2) = ——4" 2 XXX 4.230
(P55 2) 1m0 (4.230)

In einem 2. Schritt gehen wir zu einem Zylinderkoordinatensystem iiber, dessen
Koordinatenursprung im Raum fiir alle Aufpunkte 7 ebenfalls identisch ist. Die
hierfiir geltende Transformationsbeziehung lautet

XXX (4.231)
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und die Gl. 4.230 wird zu
XXX (4.232)

Im 3. Schritt gehen wir zu einem karthesischen Koordinatensystem iiber, lassen hier-
bei aber die Referenzebene und den Kordinatenursprung unveréndert. Dem entspricht
die Transformationsgleichung

XXX (4.233)

und wir erhalten die Gl.
XXX (4.234)

Integrieren wir diese Gl. iiber das Probenvolumen V', so erhalten wir die Gl. fiir das
von der Probe erzeugt elektrische Feld:

1
4'7'("50
\%

E(T)=— M (7“) XXX -dr (4.235)

Aus den von uns formulierten Annahmen folgt unmittelbar, dass im gesamten Raum
die GI.
divE (7)) =0

erfiillt ist. Ausserdem folgt aus der Gl. 4.235, dass
rli_)rglo E(T)=0
Also existiert ein dem Feld € (77) zugeordnetes Vektorfeld A (7”) mit der Eigenschaft
rot (A(7)) =& (7)
Dieses Vektorpotenzial kénnen wir iiber die Beziehung

AF) = —2 /n_{el(i)-xxx-d%’
1%

_4-7r-50 )?—r')

berechnen. Der Beweis dieser Behauptung gelingt durch Nachrechnen: Aus der GI.
XXX folgt
rot (A(7)) = XXX

(XXX: Der hierzu gehorende Text ist noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Text hier fortsetzen und mit der nachfolgenden Textpassage abgleichen.

Abschlieflend stelle ich eine wichtige und grundsétzliche Problematik heraus,
die in der bis hierher dargestellten Struktur der Theorie der Elektrostatik enthal-
ten ist: Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war das Modell einer Punktladung,
eines Objektes von vernachlissigbarer rdumlicher Ausdehnung, aber mit endlicher
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elektrischer Ladung (). Der Einbezug der elektrischen Feldenergie in unsere Betrach-
tungen zeigte dann, dass dieses Konzept unphysikalisch ist, d.h. real nicht existieren
kann. Denn jede Punktladung hiitte eine unendlich grofie elektrische Feldenergie. Erst
die Begrenzung der réumlichen Ausdehnung zu kleinen Werten hin befreit uns von
diesem Problem. Das bedeutet aber andererseits, dass jede Berechnung eines physika-
lischen Objektes, die wir in der Weise ausfiihren, dass wir dieses Objekt gedanklich aus
derartigen Punktladungen aufbauen, nicht zwangsliufig zu einem korrekten Ergebnis
fithrt. Vielmehr muss immer zuséitzlich gepriift werden, ob diese Reihenfolge der
Grenziibergangsprozesse

e zuniichst der Grenziibergang zu den Punktladungen und
e dann alle weiteren Berechnungen incl. der darin enthaltenen Grenziibergangsprozesse

zuléissig war. Eine ganz analoge Argumentation gilt fiir das Konzept des ide-
alen elektrischen Dipols. Dieser entsteht z.B. aus der Annahme 2-er Punktladungen
der Ladung @ bzw. —(@ (die fiir sich genommen schon unphysikalisch sind), die
zunéchst auf einem endli(il)en Abst_a)nd Ar gehalten werden. Thnen wird dann das
elektrische Dipolmoment P = @) - Ar zugeordnet. Danach wird in einem Gedanken-
prozess der Betrag des Abstandsvektors auf beliebig kleine Werte erniedrigt und die
(Teil-)Ladung im gleichen Schritt dem Betrage nach derart erhoht, dass das Dipol-
ment P konstant bleibt. Die sich im Grenzfall Ar — 0 einstellende Feldverteilung
nennt man dann die des idealen elektrischen Dipols. Dieses Objekt idealer elektrischer
Dipol des Dipomomentes P st gleich in mehrfachem Sinne unphysikalisch: Bereits
die 2 Punktladungen haben jede fiir sich genommen eine unendlich grofie Feldener-
gie. Lésst man jedoch diese 1. Idealisierung fallen und rechnet mit kugelférmigen
Ladungen endlichen Volumens, dann ist mit zunehmender Anniherungen dieser bei-
den Objekte an einander ein immer gréferer Anteil der Feldenergie im Nahbereich
zwischen diesen beiden Objekten konzentriert. D.h. die Energie in diesem Bereich
wichst bei dem Grenziibergang Ar — 0 iiber alle Grenzen. Der Grenziibergang
Ar — 0 ist daher nicht mehr logisch sauber durchfiithrbar. Der sog. ideale elek-
trische Dipol ist daher ein unphysikalisches Objekt._)Das zeigt sich insbesondere
auch daran, dass die fiir ihn berechnete Feldverteilung £ (7°) die Bedingung

f E(7)xds =0 (4.236)
(G}

nicht mehr fiir jede beliebige Kurve & erfiillt ist. Jede konkrete Berechnung, die
auf diesem Konzept des idealen elektrischen Dipols aufbaut, fithrt daher ebenfalls
nicht zwangsléufig zu einem korrekten Ergebnis. Auch hier muss in jedem Einzelfall
kritisch gepriift werden, ob diese Vorgehensweise (ausnahmsweise !) zuléssig ist.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts polarisierbare Materialien ist noch
nicht verfiigbar.)
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4.4.8 Das Gesamtsystem aus Materie und elektrischem Feld (-)
Wir betrachten also nun ein physikalisches System, das aus 2 Teilen besteht, einem

1. Teil, der ein bestimmtes elektrisches Feld 51)(7)) erzeugt (vorgibt), und einem 2.
Teil, der ebenfalls in der Lage ist, eine Ladungsverteilung ¢(7") # 0 zu erzeugen und

damit auch ein elektrisches Feld 52)(7)) # 0. Diese Ladungsverteilung ¢(7) wird
jedoch niﬁ)ht vorgegeben, sondern tritt als Folge davon auf, dass sich dieser 2. Teil
im Feld & (7°) befindet. Den 1. Teil bezeichnen wir als das felderzeugende System
oder als das dufere Feld und den 2. Teil als die in diesem Feld befindliche Probe.
Diese Probe fiillt ein bestimmtes endliches Volumen V \gllstémdig aus und besteht
aus einem wohl bestimmten Material. Das Gesamtfeld & (7°) ergibt sich dann als
Summe dieser beiden Felder,

E(T)=&(T)+&(T) (4.237)
Die Feldverteilung 52)(7)) resultiert aus der Ladungsverteilung ¢(7’) innerhalb der
Probe. Sie kann jedoch nicht beliebige Funktionsverldufe annehmen, sondern un-
terliegt einer Reihe von einschréinkenden Bedingungen. Zum einen setzen wir eine
Ladungsneutralitidt der Probe als ganze voraus,

/q(?) ~d’r =0 (4.238)
1%

Die Integration erfolgt iiber das vom Material erfiillte Volumen V. Zum anderen
wollen wir die Diskussion an dieser Stelle auf elektrisch nichtleitende Materialien
beschréinken, die also keinen Ladungstransport iiber makroskopische Entfernungen
gestatten. Dann aber gilt die Ladungsneutralitéit nicht nur global, sondern auch lokal,
also fiir jedes im Sinne der Kontinuums-Physik (Abschnitt 3.1.13) infinitesimale Vo-
lumenelement §V, und es verschwindet daher innerhalb des Materials die Dichte des
1. Moments der Ladungsverteilung

D7) =0 (4.239)

Wegen der unterschiedlichen Exponenten der r-Abhingigkeit in den Auflenfeldern
der hoheren Momente (Abschnitt 4.3.3) verbleibt dann als einziger relevanter Beitrag

. . = . ) (=
zur Ausbildung eines Feldes & (") der von der Dichte des 2. Momentes p'¥ (")

der Ladungsverteilung herriihrende Anteil. Diese GroBe 13 (7) hat die Dimension

Dipol t . T . . . - . .
% und wird iiblicherweise als Polarisation P Y bezeichnet. Ich vermeide an

dieser Stelle mit Absicht die formale Reduzierung dieser Dimension auf den Ausdruck

Dipolmoment  elektr. Ladung - Lange  elektr. Ladung (4.240)
Volumen Volumen N Flaiche '

YAls Zugestiindnis an die in vermutlich allen Lehrbiichern zu findende Praxis verwende ich an
dieser Stelle den Groflbuchstaben P, obwohl die Polarisation als volumenbezogene Dichte einer
extensiven Grofle unserer Konvention folgend eigentlich mit p bezeichnet werden miisste.
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Danach bestiinde némlich die Gefahr, dass der Leser versucht, die Polarisation als
flichenbezogene Ladungsdichte zu interpretieren, was zu nahezu uniiberbriickbaren
Versténdnisproblemen fiihren wiirde. (Das schlieft nicht aus, dass im Folgenden
gelegentlich tatséichlich flichenbezogene Ladungsdichten auftreten werden, die eine
Folge der Polarisation sind und gelegentlich auch als zu ihr proportional angesetzt
werden).

Aus der Definition von P folgt unmittelbar
ﬁ
divP =0 (4.241)

Das Material, aus dem die Probe besteht, verhalte sich wie eine Phase (Abschnitt
8.1.13), d.h. fiir alle seine extensiven Groflen lassen sich deren volumenbezogenen
Dichten definieren. Daher lisst sich seine Gibbs-Funktion F/(T,V, N) als Integral

F(T,V,N) = / f(T,n) - d*r (4.242)

schreiben bzw. nun, da das Material zusétzlich polarisierbar ist, als

F(T,V,N, P(7 / f(T 7)) - dr (4.243)
1%

Die freie Energie des Gesamtsystems aus Probe und elektrischem Feld betrigt dann

Fio(T,V,N, P(7 /f2 T,n, B(7)) - d*r + = /(5(?)+§(?))2-d3r

(4.244)

Dabei erfolgt die Integration des 1. Integrals iiber das von der Probe eingenommene
Volumen V', die des 2. Integrals dagegen iiber den gesamten Raum.

Der Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems aus Probe und elektrischem

Feld resultiert nun aus der Gleichgewichtsbedingung fiir den freien Austausch (s.

Abschnitt 3.3.13) der Grofle 1_3)(7)),

. 5F1+2(T,_)V,N,P) :/8fz(T,n_,)P(r) < 3D dor
5P 0P
\%4
seor [ (BT ET) +0B(T) (4:245)

Vv (1+2)

Die Losung dieses Variationsproblems (s. Abschnitt 3.1.14) ist insbesondere auch
von der Geometrie des Probenvolumens V' und von der geometrischen Struktur des
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dufleren Feldes 5_1) (7") abhiingig. la. resultiert daraus ein komplizierter Zusam-
ﬁ
menhang zwischen der vorgegeben Funktion &£ (7°) und der daraus resultierenden
ﬁ
Funktion P (7"), der sich nicht mehr als lokal wirkendes Funktional

P(T) = f(E(T)) (4.246)

formulieren lisst. D.h. es liegt ein globales Problem vor: Die Polarisation P
an eirie)r Stelle 77 innerhalb des Materials resultiert nicht nur aus dem #uBeren
Feld & (77) an derselben Stelle 77, sondern sie hingt von dem Verlauf des Feldes

51)(7)) im gesamten Raum ab! Lediglich unter gewissen besonderen geometrischen
Gegebenheiten und unter bestimmten an die Form der Gibbs-Funktion zu stellenden
Bedingungen liisst sich (formal) wieder ein lokaler Zusammenhang herstellen.

Ich halte es fiir angebracht, bereits an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass
die Theorie der Materie im elektrischen Feld in der soeben dargelegten Form eine
nicht-relativistische Theorie ist, die nur fiir stationdre (oder sich ausreichend langsam

dndernde) Zusténde gilt. Sobald sich also z.B. das &uflere Feld g{(?) zeitlich verdn-
dert hat, gelten alle in diesem Abschnitt angefiihrten Beziehungen nur fiir den sich
danach einstellenden sog. eingeschwungenen Zustand. Die Erfassung auch der Ein-
stellprozesse sprengt den Rahmen der bisherigen Darstellung. Hierzu benotigen wir
nicht nur das vollstindige Werkzeug der Elektrodynamik (Heft 6), sondern zusétzlich
auch noch die Grundaussagen der Thermodynamik der dissipativen Strome (Kapitel
8.2).

Den einfachsten der (stationdéiren) Fille, die (formal) wieder auf eine lokale
Theorie fithren, werden wir nun diskutieren.

Das materiegefiillte homogene Feld (-)

Die geometrisch einfachste Konfiguration innerhalb der von uns behandelten Sys-
temklasse { Materie + duBleres Feld} ist das vollstindig mit Materie gefiillte homogene
Feld. Als eine mogliche experimentelle Realisierung dieser Konfiguration betrachten
wir einen ebenen Plattenkondensator (Abb. 5), der auf seinen beiden Platten von der
Fliche A die Ladungen @) bzw. —@ trigt. Die x-z-Ebene des Koordinatensystems
legen wir parallel zu den Platten, so dass die y-Achse senkrecht zu ihnen verlduft.
Der Plattenabstand d sei klein gegen die Plattenabmessung,

& < A (4.247)

Dann gelten die Gl. 4.181 und 4.204 und das Feld zwischen den beiden Platten ist

homogen,
ﬁ

1(7) = (0,&:,0) (4.248)

und hat den Wert
1

SO'A
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Abb. 5 Prinzipskizze zur Realisierung eines ganz mit Materie gefiillten homogenen
elektrischen Feldes

Solange sich zwischen den beiden Platten keine Materie befindet, betrégt die zwischen
den Platten gespeicherte Feldenergie

— 2 2,

E(V)="2. / (51(7)) ~dr = % (4.250)
1%

Das auBerhalb des Kondensators aufgebaute elektrische (Streu-)Feld ist in 1. Né-
herung ein reines Dipolfeld und hat eine mittlere Amplitude, die wesentlich kleiner
ist als £&. Wir beriicksichtigen seinen iiber den gesamten Raum integrierten Beitrag
zur Feldenergie durch einen dimensionslosen Geometriefaktor ¢g; = 1, so dass sich
insgesamt eine Feldenergie ergibt von

Qi-d
2-¢9-A
Das innere Volumen V' des Kondensators fiillen wir nun vollstéindig mit dem betrach-

teten Material aus. Wegen der vorgegebenen Symmetrie des betrachteten Problems
gehen wir (zunichst einmal) davon aus, dass die hierbei im Material auftretende

Polarisation 1_0)(7)) ebenso wie das duflere Feld homogen ist und nur eine Komponente
in y-Richtung besitzt,

- /—

P(7)=(0,P0) (4.252)

Das Feld der Polarisation 1_0)(7)) diirfen wir uns vorstellen als das Ergebnis einer Uber-

lagerung einer positiven Ladungsverteilung ¢(*)(7”) und einer negativen Ladungsver-
teilung ¢ (7). Diese beiden Ladungsverteilungen werden lokal dem Betrage nach
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identisch, sobald sie um eine kleine Grofie 57“( ) gegen einander verschoben werden,

¢ (F)| = )q<—>(? +or(7)) (4.253)
Dann gilt offenbar . .
P(?) = q(+)(7) . 67“(7)) (4.254)

Wegen des fiir elektrostatische F_e)lder geltenden Superpositionsprinzips diirfen wir
nun das von dieser Polarisation P (7") erzeugte elektrische Feld & (7") auch in der
Weise bestimmen, dass wir die von der positiven Ladungsverteilung ¢ (7)) und
von der negativen Ladungsverteilung ¢{=)(7’) erzeugten Felder separat berechnen
und erst danach addieren. In der von uns aktuell betrachteten Konfiguration sind
aber diese Ladungsverteilungen im Inneren des Materials konstant, so dass sie auch
nach einer Verschiebung um den (in unserem Beispiel iiberdies ebenfalls konstanten)
Wert or = (0;0y;0) in der Summe keinen Beitrag zum Feld 52)(7)) leisten konnen.
Lediglich in einer Zone der Breite oy an der oberen und unteren Oberfléiche des Ma-
terials verbleibt eine Nettoladung von insgesamt

Qs =q™) - by- A (4.255)

In dem inneren Volumen V des Kondensators erzeugt diese Ladung zusammen mit
der betragsgleichen Gegenladung auf der gegeniiber liegenden Kondensatorplatte ein
elektrisches Feld

Q _P

- (4.256)

5 pum
2 So'A €0

Die geometrische Struktur der Feldverteilung 52)(7)) inklusive der real auftretenden
ﬁ
Streufelder ist offentsichtlich mit der des duBeren Feldes & (7") vollig identisch, so

dass wir auch fiir die gesamte Feldenergie 52)(7)) denselben Ansatz wie in Gl. 4.251
verwenden diirfen. Wir erhalten

€ = ==\ 2
Egesamtteld = 91'—0-/(51(7“)—{—52(7“)) R /(%—{—P) - d3r
1%

2 2 ¢
%
gV (1 2
— 2= p 4.2

2 & ( AT ) (4.257)

Die freie Energie des Gesamtsystems betrigt daher

Vo
Erps =V - fo(Tin, P) + 2 @ + P (4.258)

2- €o A

und der Gleichgewichtszustand ist gegeben durch die Bedingung

8E1+2(T, n, P) . . an(T, n, P) gy - %4 &
2P = 0=V P + - "\ +P| =
p - LEnP) & G (4.259)

aP [%51 A
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Diese Gl. schreiben wir in der Form

P 1 0f(T,n,P) Q
€0 N g1 oP + o - A (4260)

Der 2. Summand der rechten Seite ist aber mit der Feldstiarke des dufleren Feldes

identisch, es gilt also

E_i an(T,TL,P)
e +& (4.261)

Der Geometriefaktor ¢; in dieser Gl. beriicksichtigt die reale geometrische Konfigu-
ration des Experimentes. Um zu experiment-unabhingigen Materialparametern zu
gelangen, muss er sehr wohl bestimmt und bei der Auswertung des Experimentes
entsprechend beriicksichtig werden. (Zu Abschitzung seiner typischen Zahlenwerte s.
Aufgabe 4) Wir interessieren uns an dieser Stelle jedoch primér fiir die grundsétzli-
chen physikalischen Zusammenhiinge und setzen ihn daher fiir die weitere Diskussion
der Einfachheit halber (und ohne die Situation wesentlich zu veréindern) gleich 1,

P _0fs(T,n, P)

- S5 T (4.262)

Das Gesamtfeld £ betrigt gem. Gl.-en 4.249 und 4.256

© | F (4.263)

5:51+52:€0-A ‘o

Im Gleichgewichtszustand (s. Gl. 4.259) ist dieser Ausdruck aber identisch mit

_an(T, n, P)

&= P

(4.264)
Das Gesamtfeld £ hat also in dieser geometrischen Konfiguration(XXX: prézisieren)
die Funktion der zur Polarisation konjugierten intensiven Variablen, und die Ener-
gieform elektrische Energie erhélt die Form

dE = —€-dP (4.265)

Das in der Gl. 4.264 auftretende negative Vorzeichen bedeutet, dass £ und P ent-
gegengesetzte Richtung haben, sofern die Ableitunga%%| > ( ist. In diesem Fall gilt
also:

Of2

9P|

Materialien mit dieser Eigenschaft werden wir im Abschnitt 4.4.4 behandeln.

Fiir das Verstéindnis aller aus einem Feld und aus Materie bestehenden Sys-
teme ist es von essentieller Bedeutung, die dabei auftretenden Feldbegriffe sauber
auseinander zu halten. An dieser Stelle sind das

> 0= sign(&) = —sign(P) = |&] < |&] (4.266)
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1. das von auflen angelegte duflere elektrische Feld &;;

2. das durch die Polarisation der Materie entstehende elektrische Feld & und
schliellich

3. das durch Superposition dieser beiden Felder gebildete Gesamtfeld £.

Es hat sich nun eingebiirgert, durch Multiplikation mit der Naturkonstanten
£o eine weitere, nur vordergriindig neue Grofle zu definieren, néamlich

— —
D= Eo - E 1 (4267)

und als die dielektrische Verschiebungsdichte zu bezeichnen. Ich finde diese Na-
mensgebung nicht besonders gelungen und kann daher dem Leser hierfiir auch keine
ﬁberzeugende_B)egrﬁndung anbieten. Ich bezweifle sogar, dass diese Definition einer
neuen Grofle D zumindest unter didaktischen Kriterien iiberhaupt sinnvoll ist. Mei-
ner Einschéitzung nach wiirde der Verbleib bei den Formulierungen duferes Feld ei-
nerseits und Gesamtfeld andererseits den Einstieg in diese Materie deutlich erleich-
tern. Die wissenschaftliche Literatur ist jedoch seit iiber 100 Jahren einen anderen
Weg gegangen. Wir nehmen daher am besten diese Definition und seinen Namen als
gegeben hin und beschrinken uns auf die Diskussion der Gesetzméfigkeiten dieser
Grofle. _
Aus der Definition von D (Gl. 4.267) zusammen mit Gl. 4.181 folgt unmit-
telbar
— —
divD = div(eg- £€1) =¢q (4.268)

Ublicherweise nimnit) man nun eine Proportionalitéit zwischen dem Gesamtfeld € und
ﬁ
dem dufleren Feld £, und damit auch D an und schreibt diese in der Form

— —
D=c¢.-¢-€& (4.269)

Die dimensionslose Grofle ¢, ist eine materialspezifische Grofle, die in Anlehnung an
die bereits getroffene Namensgebung fiir 5 die Bezeichnung relative Dielektrizitdts-
konstante erhalten hat. Sie ist nur dann wohl definiert, wenn die geometrischen Be-
dingungen von Feld und Probe eine formal lokale Beschreibung der Zusammenhénge
erlauben. Offenbar gilt

&

r = — 4.270
o= (4.270)

Mit Hilfe der Gl.-en 4.262 und 4.264 folgt daraus

P

e =1+ T oR(TaP) (4.271)

o~ 5p

Die Grofle P

oP
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bezeichnet man als die dielektrische Suszeptibilitdt des Materials. Unter welchen Be-
dingungen ¢, wirklich eine Konstante ist und welche Werte sie iiblicherweise annimmt,
werden wir in den nachfolgenden Abschnitten ausfiihrlich diskutieren.

In der aus der speziellen Geometrie des materie-gefiillten hon_l)ogenen Feldes
resultierenden Formulierung erhilt also der Zusammenhang zwischen D (7) und dem
Gesamtfeld ?(7}) oder auch der Polarisation 1_3)(7)) wieder eine (scheinbar) lokale
Struktur: Die Gl. 4.269 z.B. vermittelt den Eindruck, als ob das Gesamtfeld £
an einer Stelle 7 ausschlieBlich eine Funktion der Verschiebungsdichte D (also des
duBeren Feldes) an derselben Stelle 7 wire. Dies ist jedoch, wie wir bereits wissen,
i.a. nicht richtig. Nur in gewissen Sonderfillen, zu denen auch die von uns gewihlte
besonders einfache Geometrie gehort, lisst sich eine derartige Beziehung formulieren.
Im nachfolgenden Abschnitt werden wir weitere Beispiele behandeln, die eine dhnliche
Formulierung erlauben, und die uns in logisch nachvollziehbaren Schritten zu den sog.
Ent-FElektrisierungsfaktoren fithren werden. In vielen Lehrbiichern werden diese nur
verbal und ohne eine tiefer gehende Begriindung eingefiihrt.

Zum Abschluss dieses Absatzes weise ich noch einmal auf 2 der Fallstricke in
der historisch bedingten Formulierung dieser Theorie hin:

1. Die Formulierung des Zusammenhangs zwischen den Grofien D und € in Form
der Gl. 4.269 suggeriert, dass E) (also das Gesamtfeld) die unabhiingige Variable
darstellt, also im Sinne eines Response-Konzeptes die Anregung, und D die
materialbedingte Antwort des Gesamtsystems auf diese Anregung. Es ist aber
genau umgekehrt!

2. Die faktorielle Darstellung von £ und ¢, in der Gl. 4.269 und ebenso ihre fast
identische Bezeichnung suggeriert eine enge logische Verwandtschaft zwischen
diesen beiden Groflen, die aber in keiner Weise gegeben ist. Vielmehr dient

e die Naturkonstante ¢ der Verkniipfung der Groflen des elektrischen Feldes mit
den bis dahin nur mechanisch definierten Groéflen Energie und Kraft; und

e der Materialparameter ¢, der Erfassung des von Materie (zusétzlich) erzeugten
elektrischen Feldes, wenn es sich in einem &dufleren elektrischen Feld befindet.

Ellipsoide im homogenen Feld (-/-)

(XXX: Der Text des Absatzes Ellipsoide im homogenen Feld ist noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Das Gesamtsystem aus Materie und
elektrischem Feld ist noch nicht verfiigbar.)
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4.4.4  Dielektrische Materialien (-)

Die Polarisation P entspricht in ihrem logischen Konzept einem Ordnungsparameter,
wie wir ihn im Abschnitt 8.1.16 (Innere Variablen, Phasentberginge 2. Art) kennen
lernen werden. Die volumenbezogene Dichte der freien Energie f(T,n, P) des Mate-
rials lésst sich daher in eine Reihe der Form

f(T,n,P) = fO(T,n) + i KD(T,n) - P (4.273)

=1

entwickeln. Der im Abschnitt 8.1.16 eingehender diskutierten Argumentationskette
folgend setzen wir voraus, dass in dieser Reihenentwicklung Koeffizienten k; # 0 nur
fiir die Terme mit geraden Exponenten zuliissig sind. Beschréinken wir uns iiberdies
auf Materialien, deren Polarisation ohne dufleres Feld (2(7}) = 0) verschwindet,
dann muss insbesondere die Bedingung

K?(T,n) >0 (4.274)
erfiillt sein. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns b.a.w. auf die Néherung
£2(T,n, P) ~ f7(T,n) + k(T n) - P* (4.275)

Des weiteren beschrinken wir uns sogleich auf die Geometrie des vollstindig mit
Materie gefillten homogenen Feldes (Absatz S. 540). Dann betriigt die gesamte freie
Energie des Systems

vV 2
PV (80 4 KT 2) i (G p) (4:276)

Fiir die weitere Diskussion kénnen wir, unter Verwendung der Beziehung

afg (T, n, P)

= . (2) .
55 2. k®&(T,n)- P (4.277)

direkt die Ergebnisse aus dem Absatz S. 540 iibernehmen. Wir erhalten so

_an(T>n> P)

€= P

= 2. k®&(T,n)- P (4.278)
Wegen der Bedingung 4.274 haben bei diesen Materialien also die Polarisation P und
das Gesamtfeld £ entgegensetztes Vorzeichen. Diese Materialeigenschaft hat den
Namen dielektrisch (von oo (griech.) zwischen, durch und durch) erhalten. Wir
berechnen die relative Permeabilitit gem. Gl. 4.271:

P 1
1 —1 > 1 4.279
R OOy i SN XE Ty (4.279)
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Dielektrische Materialien haben also immer eine Permeabilitéit €, > 1. Die Suszep-
tibilitit ist bis auf einen MaBstabsfaktor mit dem Kehrwert von k) identisch, sie
nimmt also dann hohe Werte an, wenn im Material mit relativ geringem Aufwand
an freier Energie eine stationire Verschiebung von elektrischen Ladungen moglich
ist. Die real auftretenden y-Werte liegen zwischen 6,6 - 107> (Helium unter Nor-
malbedingungen) und ca. 80 (spezielle keramische Verbindungen, s. auch Abschnitt
XXX). Selbst wenn wir diese Werte anstelle auf das Volumen auf die Massendichte
beziehen, verbleibt eine iiber fast 6 Groflienordnungen reichende Bandbreite in der
dielektrischen Suszeptibilitdt! An dieser Stelle dokumentiert sich der enorme Un-
terschied in der Strukturierung der Ladungsverteilung innerhalb der verschiedenen
Molekiiltypen, bedingt durch die unterschiedliche Art der sog. chemischen Bindung,
d.h. der Mechanismen, die die verschiedenen Atome zu Molekiilen vereinigt, s. Ab-
schnitt 7.13.2.

Der durch die Gl. 4.278 ausgedriickte lineare Zusammenhang zwischen der
Polarisation P und dem Gesamtfeld £ ist eine Folge des Ansatzes fiir die freie Ener-
gie des Systems gem. GIl. 4.276. Er resultiert insbesondere daraus, dass die Reihen-
Entwicklung nach P bereits mit dem in P quadratischen Glied abgebrochen wurde.
Sobald auch hohere Terme eine relevante Rolle spielen, ist diese Linearitéit nicht mehr
gegeben, s. Abschnitt 4.4.7.

Den in diesem Abschnitt quantifizierten Mechanismus der dielektrischen Po-
larisation bezeichnet man als Verschiebungspolarisation. Er setzt voraus, dass das
Material ohne #ufleres elektrisches Feld auch auf molekularer Dimension keine elek-
trischen Dipole enthiilt, sondern dass diese erst durch die Wechselwirkung mit dem
duferen Feld induziert werden. Es hat nun eine Vielzahl von Versuchen gegeben, das
makroskopische Polarisationsverhalten eines Materials aus den molekularen Figen-
schaften der Bestandteile dieses Materials herzuleiten, konkret also z.B. die Grofle
e, einer Losung eines polarisierbaren Stoffes in einer nicht polarisierbaren Fliissigkeit
iiber eine Beziehung zu bestimmen, die nur molekulare Kenngrofien dieses Materials
(und dessen Konzentration) enthilt. Die bekannteste derartige durch ein mikrosko-
pisches Modell hergeleitete Beziehung ist die nach Clausius und dem italienischen
Physiker Ottavio Fabrizio Mossotti (*1791 in Novara/Piemont; t 1863 in Pisa) be-
nannte Clausius-Mossotti-Gleichung

er— 1 1_ o

5r+2.n_3-50

(4.280)

(In Anwendung auf die Berechnung des Brechungsindex fiir elektromagnetische Strah-
lung (s. Abschnitt 11.2.1) wird dieselbe Beziehung meist nach Lorentz und dem dé-
nischen Physiker Ludvig Valentin Lorenz (* 1829 in Helsinggr; 1 1891 in Hjaerteslag)
als Lorentz-Lorenz-Gl. bezeichnet). Die in dieser Gl. auftretende Grofle « ist die
molekulare Polarisierbarkeit des gelosten Materials; sie wird als konstant angenom-
men. Die Gl. 4.280 geht in die Gl. 4.279 iiber, wenn wir folgenden Zusammenhang
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annehmen:
1 e +2

2- k@ 3
Der Kehrwert der von uns phénomenologisch eingefithrten GroBe k() ist also bis auf
den Faktor - (e, + 2) mit der (makroskopischen) Volumendichte der Polarisierbarkeit
identisch. Dass in dieser Gl. 4.281 zusétzlich noch eine explizite Abhéingigkeit dieses
Ausdrucks von ¢, auftritt, der Zusammenhang zwischen ¢, und n - « also letztlich
nichtlinear ist, resultiert aus dem bei der Herleitung dieser Gl. verwendeten Konzept,
Abschirmeffekte, also Abweichungen des realen Systems von der Néherung des homo-
genen elektrischen Feldes und der ebenfalls homogenen Polarisation zu berticksichti-
gen. Ich werde hierauf nicht niher eingehen.

Wir betrachten nun Materialien, die auf molekularen Dimensionen auch ohne
duBeres Feld bereits ein gewisses Dipolmoment aufweisen. Beim Ubergang auf Vo-
lumenbereiche, die im Sinne der Kontinuums-Physik weiterhin als infinitesimal be-
trachtet werden diirfen, aber dennoch grof3 genug sind fiir eine Behandlung gemif
den Konzepten der Thermodynamik, mitteln sich die einzelnen Dipolmomente im

n-o (4.281)

thermodynamischen Gleichgewicht aus, so dass keine endliche Polarisation 1_3)(7)) re-
sultiert. Sobald wir jedoch diese Gleichverteilung stéren, resultiert eine endliche Po-
larisation, wobei gleichzeitig die Entropie des Systems abnimmt. Diesen Mechanis-
mus der elektrischen Polarisation bezeichnet man als Orientierungs-Polarisation. Wir
treffen nun die vereinfachende Annahme, dass bei dieser Storung der Orientierungs-
Gleichverteilung die entropischen Effekte im Vergleich zu den energetischen Effekten
dominieren, solange man bei diesem Vergleich den energetischen Aufwand zum Auf-
bau des elektrischen Feldes nicht mit einbezieht. Wir interpretieren also wieder die
Polarisation als einen Ordnungsparameter des Systems und approximieren nun die
Dichte der freien Energie des Materials durch den Ausdruck

fo(T,n, P) = ex(T,n) — T - 55(T,m, P) = f{2T,n) =T - (T,n)- P> : ¢ <0
(4.282)
Die Annahme, dass bei einer Verinderung von P die entropischen Effekte gegeniiber
den energetischen dominieren, duflert sich in dieser Gl. 4.282 dadurch, dass der Term
fQ(O) (T',n) nicht mehr explizit von P abhiingt. Ein derartiges Material hat gem. GI.
4.272 eine elektrische Suszeptibilitidt von

P
L0f(TnP) 9 g T (2)
apP

X = >0 (4.283)

€o

Im thermodynamischen Gleichgewicht (s. wieder Gl. 4.259) betriigt der Zusammen-

hang zwischen £ und P nun

o an (T> n, P)
oP

Auch fiir diesen Typ von Materialien haben also die Polarisation P und das Gesamt-
feld £ eine entgegen gesetzte Richtung, allerdings ist nun die Suszeptibilitét pro-

£ = =2.3(T,n)-P<0 (4.284)
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portional zu T~!. Ein derartiges Verhalten wird nach dem Physiker Pierre Curie (*
1859 in Paris; t 1906 ebenda) auch als das Curie-Gesetz bezeichnet.

Bei einem Material, das sowohl den Mechanismus der Verschiebungs-Polarisa-
tion als auch eine Orientierungs-Polarisation zeigt, erwarten wir daher in 1. Nidherung
eine Gibbs-Funktion der Form

fo(T,n, P) ~ fS2(T,n) + (K@(T,n) = T - (T, n)) - P (4.285)

und damit eine Suszeptibilitit

_ ! ! (4.286)
Yo k@) T '

Auch fiir diese Gleichung gibt es eine korrespondierende iiber ein mikroskopisches
Modell hergeleitete Beziehung,

2

e —1 n W
_ . 4.987
e +2 32 (a+3-l-€-T) (4.287)

die nach dem niederléindischen Physiker Peter Josephus Wilhelmus Debye (* 1884 in
Maastricht; T 1966 in Ithaca/N.Y.(USA)) als Debye-Gleichung bezeichnet wird.

4.4.5  Ferro-elektrische Materialien (-/-)

(XXX: Der Text des Abschnitts Ferro-elektrische Materialien ist noch nicht verfiig-
bar.)

4.4.6  Die dielektrische Funktion (-)

Wie wir im Abschnitt 4.4.4 gelernt haben, ist das dielektrische Verhalten eines Mate-
rials durch Angabe der Grofie e, (oder auch ) wohl definiert. Diese Grofie beschreibt
einen Response, ndmlich den zwischen der als Eingangsgrofle behandelten Variablen
€ und der als Ausgangsgrofie dienenden Variablen D. (Ich weise den Leser jedoch
nochmals auf die am Ende des Absatzes Das materialgefiillte homogene Feld (S. 540)
stehenden Erlduterungen zur Bedeutung von £ und D hin). Entsprechend ist bei
einer konkreten Messung von ¢, vorzugehen. Damit aber ist auch bereits die Vorge-
hensweise vorgezeichnet fiir den Ubergang auf Situationen, in denen die Grofie £ nicht
mehr konstant ist, sondern explizit von der Zeit abhingt. Wir miissen lediglich die
in den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 allgemein dargelegten Erweiterungen konkret an-
wenden. D.h. wir betrachten nun die Situation, in der die Grofle £ eine periodische
Funktion der Zeit ist,

E(t)=E& e (4.288)

und definieren die Funktion ¢, = ¢,(w) iiber die Gleichung

Dw)=¢,(w) - &g E(w) (4.289)
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Diese Funktion ¢,(w) bezeichnet man als die dielektrische Funktion des Materials.

In ihr ist das (lineare) elektrische Verhalten dieses Materials vollstéindig abgebildet.

e-(w) ist eine i.a. komplexwertige Funktion, denn es treten zumindest in gewissen

Frequenzbereichen Phasenverschiebungen zwischen der Anregung £ und der Antwort

D auf. Die Anregung wird aber weiterhin als langsam aufgefasst in dem Sinne, dass
o€

die iiber }E} > () induzierten magnetischen Effekte und deren Riickwirkung auf das

elektrische Verhalten weiterhin vernachlissigt werden diirfen.

Eine Messung der Funktion ¢, (w) liefert also nicht nur detaillierte Informa-
tionen iiber die Einsatzmoglichkeiten dieses Materials in elektrischen Bauteilen und
Apparaten, sie liefert auch sehr weitgehende Informationen iiber den Aufbau und das
materialwissenschaftliche Verhalten dieses Materials, s. Abschnitt 12.3.4.

(XXX: Der weitere, noch fehlende Text des Abschnitts Die dielektrische Funk-
tion ist noch nicht verfiigbar.)

4.4.7 Nichtlineare Polarisation (-/-)
(XXX: Der Text des Abschnitts Nichtlineare Polarisation ist noch nicht verfiigbar.)

4.5 Nicht-elektrisch induzierte Polarisation (-)

Wir wenden uns nun Materialien zu, bei denen eine elektrische Polarisation (auch)
durch andere physikalische Groflen als durch ein &ufleres elektrisches Feld erzeugt
werden kann Im Formalismus der allgemeinen Dynamik bedeutet dies, dass (z.B.) die
Gibbsfunktion F(T, X, P) bzgl. P nicht mehr faktorisiert, dass also die gemischten
Ableitung

O?F(T, X, P)
59X . 5P =+ (4.290)
nicht mehr verschwinden und daher die Energieformen X-Energie und elektrische
Energie mit einander gekoppelt sind. Dadurch éndert sich bei einer Veréinderung der
extensiven Grofle X (oder der zugehorigen intensiven Variablen &) auch der Wert
der (frei austauschenden) Polarisation P. La. gibt es jeweils bestimmte Materialien,
bei denen diese unterschiedlichen Effekte besonders stark ausgepriigt sind. In vie-
len Féllen haben diese Effekte besondere Namen erhalten. Die Polarisation durch
Anderung der Temperatur z.B. wird als Pyroelektrizitit bezeichnet und die Polari-
sation durch Anderung einer Langenausdehnung als Piezoelektrizitit. Die technisch

wichtigsten aus dieser Klasse von Effekten werden wir im Folgenden stichwortartig
behandeln.
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4.5.1 Der Piezo-Effekt (-)

In diesem Abschnitt diskutieren wir Materialien, fiir die die Grofe

aQE(Ta Lm>Ly>LZ>P) _ _aE(T> Lm>Ly>LZ>P)
OL; - OP N oP
B O8(T, L,,L,, L., P)
= '— oL, '>0 (4.291)

deutlich von 0 verschieden ist. L; sind dabei die geometrischen Abmessungen in den
3 Raumdimensionen des als quaderformig angenommenen festen Korpers aus dem
betrachteten Material. F; ist die dem Korper in der ¢-Richtung aufgeprigte Kraft.
Ich habe mit Absicht in der Gl. 4.291 die Energie als Gibbs-Funktion genommen und
nicht etwa die freie Energie, da die in Betracht kommenden Prozesse iiberwiegend
schnell verénderlich sind, so dass sie eher bei konstanter Energie ablaufen als bei
konstanter Temperatur. In dieser abstrakten Darstellung wird unmittelbar klar, dass
Materialien, fiir die Gl 4.291 gilt, 2 unterschiedliche Typen von Experimenten (und
technischen Anwendungen) ermoglichen:

1. Mechanische Belastung eines Probekérpers (F; # 0) und Messung bzw. tech-
nische Nutzung der dadurch auftretenden elektrischen Polarisation P; dieser
Effekt wird als Piezo-Effekt bezeichnet; oder

2. Aufprigen eines elektrischen Feldes £ und Messung bzw. technische Nutzung
der dadurch auftretenden mechanischen Kraft F; bzw. (unter der experimen-
tellen Bedingung der freien Expansion) der dadurch entstehenden Deformation
des Korpers; diesen Effekt bezeichnet man als FElektrostriktion.

Bei der Diskussion der Elektrostriktion werde ich mich auf den Fall beschréinken,
dass die mechanischen Abmessungen des Probekorpers konstant bleiben, so dass nur
eine Kraft F; auftritt, jede Verformung aber durch die experimentellen Bedingungen
unterdriickt wird. Dies entspricht zwar nicht den in den meisten technischen An-
wendungen vorliegenden Gegebenheiten, ist aber wesentlich leichter in den konkreten
Behandlung. Anderenfalls miisste ich bereits an dieser Stelle die Theorie des linear-
elastischen Festkorpers (Abschnitt 12.2.2) als bekannt voraussetzen.

(XXX: Der an dieser Stelle geplante, weitere Text zu den physikalischen Grund-
lagen des Piezo-Effektes ist noch nicht verfiigbar.)

Als die ersten historisch belegten und publizierten Arbeiten zu dieser Klasse
von Phénomenen werden in der Literatur die Untersuchungen von Pierre und Jacques
Curie (* 1855 in Paris; 1 1941 in Montpellier) an Turmalinen aus dem Jahr 1880
genannt ([5]). Turmaline sind eine Klasse von Silikat-Mineralien mit meist sehr kom-
plexer chemischer Zusammensetzung, die insbesondere eine Vielzahl unterschiedlicher
Alkali- und Erdalkalimetallen enthalten. Thre Gemeinsamkeit besteht insbesondere
in der trigonalen Kristallstruktur und der intensiven Féarbung, die oft sogar mit der
Betrachtungsrichtung wechselt.
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Die fritheste wichtige technische Anwendung piezo-elektrischer Elemente war
deren Einsatz als Sender und Empfinger akustischer Schwingungen im Frequenz-
Bereich etwa zwischen 100 - Hz und 40 - kHz zur Unterwasser-Ortung von Unter-
seebooten etwa ab 1917. Derartige Systeme werden auch heute noch als SONAR
(sound mnavigation and ranging) bezeichnet. Heute werden piezo-elektrische Bauele-
mente aufler als Schall- oder Ultraschall-Sender und -Empfinger insbesondere als
frequenzbestimmende Bauelemente der Elektronik (s. Absatz 14.2.4) und als Stell-
Elemente der Feinst-Positionierung bis in den nm-Bereich eingesetzt.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Der Piezo-Effekt ist noch nicht ver-
fiigbar.)

4.5.2  Die Pyro-Elektrizitdt (-/-)
Wir behandeln nun Materialien, fiir die die Grofie

OT - OP or
_ '_85(T, Lgf% L., P) ' >0 (4.292)

deutlich von 0 verschieden ist.

(XXX: Der an dieser Stelle vorgesehene weitere Text zur Definition der Pyro-
Elektrizitét ist noch nicht verfiigbar.)

Materialien mit diesen Eigenschaften werden als pyro-elektrisch (von mipeiv
(griech.) brennen) bezeichnet. Gibt man bei der Messung oder bei der technischen
Anwendung die Anderung der Polarisation vor und nutzt die daraus resultierende
Temperaturinderung des Materials aus, so spricht man meist nicht mehr von einem
pyro-elektrischen sondern von einem thermo-kalorischen FEffekt.Technische Anwen-
dungen finden sie insbesondere als Sensoren und als thermo-elektrische Kiihlaggre-
gate.

(XXX: Der weitere, eigentliche Text des Abschnitts Die Pyro-Elektrizitit ist
noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Der weitere Text des Kapitels Nicht-elektrisch induzierte Polarisation
ist noch nicht verfiigbar.)

4.6 Reibungselektrizitit (-)

Bereits in der Einleitung zum Heft 4 Flektrostatik habe ich dargelegt, dass die Ent-
deckung und Charakterisierung der Reibungselektrizitit die historisch erste wissen-
schaftliche Auseinandersetzung mit elektrischen Phidnomenen darstellte. Und obwohl
sie bis heute nicht an technischer Bedeutung verloren hat (s. Abschnitt 4.8.4), ist es
bis heute schwierig, in der Literatur eine konsistente Beschreibung und Erlduterung
der Basisphéinomene der Reibungselektrizitéit zu finden. Auf dieses offenbar holperige
und tiickische Terrain werden wir uns also nun begeben.
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4.6.1 FEzperimentelle Grundphdnomene der Reibungselektrizitit (-)

Ausgangspunkt aller historischen Untersuchungen zur Reibungselektrizitit war die
experimentelle Erfahrung, dass 2 Objekte aus geeignet ausgewihlten unterschiedli-
chen Materialien durch Reiben aneinander elektrostatisch aufgeladen werden konnen,
dass also nach der Trennung dieser beiden Objekte das eine einen Uberschuss an posi-
tiver elektrischer Ladung trigt und das andere einen Uberschuss an negativer Ladung.
Welches der beiden Objekte welche Ladungspolaritit annimmt, wird ausschlie3lich
durch die Auswahl der beiden Materialien bestimmt. Alle fiir Reibungsexperimente
geeigneten Materialien sind Nichtleiter, haben also eine spezifische elektrische Leit-
fiahigkeit der GroBenordnung o < 1076-S-cm™! (Auf die genaue Definition dieser von
mir an dieser Stelle bereits benutzten Grofle wird der Leser bis zum Abschnitt 8.2.7
warten miissen) Typische Vertreter der sich bevorzugt positiv aufladenden Materialien

sind Glas, Wolle und Polyamid (z.B. Nylon~ ). Bevorzugt negativ aufgeladen werden
z.B. Polysiloxane (Silikon), Polyethylen und Polybutadien (synthetischer Gummi).

Bei genauerer Betrachtung der experimentellen Gegebenheiten wird offen-
sichtlich, dass zur Generierung dieser elektrostatischen Aufladung folgende Sequenz
von Schritten erforderlich ist:

1. Herstellung eines ausreichend engen Kontaktes zwischen den beiden Materi-
alproben im Bereich einer ausreichend grofien Fléche.

2. Ausreichend schnelle Trennung der beiden Proben von einander.

Die Formulierung ausreichend eng im 1. Schritt bedeutet eine Anniherung
der beiden Probenbereiche bis auf atomare Abstéinde! Diese Anniherung ist bei ma-
kroskopischen Objekten selbst bei nahezu ideal ebenen Kontaktflichen nur innerhalb
submikroskopisch kleiner Teilbereiche zu erreichen. Die reale Kontaktfliche entspricht
also selbst bei erheblichem Anpressdruck nur einem winzigen Bruchteil der makrosko-
pischen Kontaktfléiche (s. auch Abschnitt 12.12.3) (XXX: prazisieren). Das Reiben
der beiden Objekte an einander bewirkt also (gewollt oder ungewollt) eine signifikante
Erhohung der Fliche, die insgesamt zumindest kurzzeitig in Kontakt mit dem jeweils
anderen Material gewesen ist.

Die Formulierung ausreichend schnell im 2. Schritt besagt, dass es wihrend
dieses Trennungsprozesses nicht wieder zu einem Ladungsausgleich zwischen diesen
beiden Proben kommen darf, weil diese noch an einer (oder einigen) Stellen mit einan-
der elektrisch leitend verbunden sind. Die Groflenordnung der bei diesem Vorgang
relevanten Zeitkonstanten ist durch die elektrische Leitfihigkeiten der beteiligten Ma-
terialien bestimmt. Bei Nichtleitern liegt diese Zeitkonstante i.a. in Bereichen, die bei
makroskopischen mechanischen Anordnungen durchaus auftreten konnen. Wir verste-
hen also bereits in groben Ziigen, weshalb elektrostatische Aufladungen insbesondere
bei schnell ablaufenden mechanischen Bewegungsvorgéingen (z.B. Drehbewegungen in
Rotations-Druckmaschinen, Spriihvorgéinge in einer Diise) wichtig werden konnen, s.
wieder Abschnitt 4.8.4.
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(XXX: Der weitere Text des Absatzes Experimentelle Grundphdnomene der
Reibungselektrizitat ist noch nicht verfiigbar.)

4.6.2  Physikalische Deutung der Reibungselektrizitit (-)

Im Zentrum der nun folgenden Darstellung wird der Begriff des chemischen Potenzials
(fiir Elektronen) stehen, eine extensive Variable, deren konsequente Einfiihrung erst
im Abschnitt 8.1.2 erfolgen wird, deren Definition wir aber an dieser Stelle vorweg
nehmen. Wir definieren als das chemische Potenzials eines Elektrons fiir ein betrach-
tetes Material die Energie, die erforderlich ist, um dem betrachteten System (unter
Konstanthalten aller iibrigen extensiven Variablen) ein Elektron hinzu zu fiigen,

_ aE(Xza Ne)

v (4.293)

Me
In der Literatur wird diese Grofle z.T. mit sehr unterschiedlichen Namen belegt. In
der traditionellen Metallphysik spricht man oft von der Austrittsarbeit fiir die Elektro-
nen, in der Quantentheorie der Kristalle ist der Begriff Fermi-Energie gebriduchlich
fiir eine Grofle, die mit der von uns benotigten Grofle nicht exakt identisch, aber
sehr eng verkniipft ist: Die Fermi-Energie ist das chemische Potenzial eines Elek-
trons fiir den Grenzfall des unendlich ausgedehnten Festkorpers, wihrend das von
uns hier benétigte chemische Potenzial . die real auftretende Grofle fiir das reale,
endlich ausgedehnte Objekt ist, bei dem also insbesondere die oberflichenbedingten
Effekte eingeschlossen sind. Dem allgemeinen Konzept dieses Buches folgend werde
ich ausschliefllich die Bezeichnung chemisches Potenzial verwenden. Bei den meisten
Festkorpern liegt p, im Bereich zwischen 1 und 5 - eV'.
Wir betrachten also nun 2 Materialien (1) und (2) mit unterschiedlichen
Werten pi,; 0.B.d.A. sei
p > p? (4.294)

Bringen wir nun 2 Proben aus diesen Materialien mit einander in einen derart engen
Kontakt, dass im Kontaktbereich Elektronen frei ausgetauscht werden konnen, stellen
wir also einen elektrisch leitenden Kontakt her, so werden (zunéchst) Elektronen von
der Probe (1) in die Probe (2) iibertreten und sich in gewisser Weise in dieser Probe
verteilen. Entsprechend werden sich die Elektronen-Verarmungsgebiete der Probe (2)
in gewisser Weise innerhalb dieser Probe verteilen. Durch diesen Prozess lidt sich
jedoch die Probe (1) negativ gegeniiber der Probe (2) auf, und es bildet sich ein
elektrisches Feld, das diesen Prozess hemmt und schliefllich zum Erliegen bringt. Um
diesen Prozess und insbesondere den sich einstellenden stationéren Zustand stringent
berechnen zu konnen, benétigen wir eine Reihe von Grundlagen aus dem Bereich
der Thermodynamik von Vielteilchensystemen und aus der Kristallphysik. Die hier
vorliegende Situation des freien Austausches elektrisch geladener Teilchen wird uns
iiberdies noch mehrfach begegnen, insbesondere in der Elektrochemie (Abschnitt 8.3)
und in der Halbleiterphysik (Abschnitt 9.6). Daher beschrinke ich mich an dieser
Stelle auf die nicht tiefer gehend begriindete Aussage, dass die Ladungszonen, die sich
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in beiden Kontaktpartnern bilden, auf eine schmale oberfliichennahe Schicht begrenzt
bleiben, deren mittlere Dicke wir mit [p (es handelt sich um die sog. Debye-Liinge,
s. Abschnitt 8.3.3) bezeichnen wollen. Es gilt

1
I, o~ (4.295)

NG

n : Volumenkonzentration der Ladungstriger
Typische Werte fiir die Dicke {p dieser Raumladungsschicht sind

Ip =~ 0,1-nm fiir Metalle (4.296)
1-pum fiir sog. Halbleiter (4.297)

Halbleiter mit einer extrem geringen elektrischen Leitfihigkeit bezeichnet man i.a.
als Nichtleiter. Wegen Gl. 4.295 nimmt in ihnen die Grofle [ deutlich grofiere Werte
als 1- um an. Die mechanische Anordnung dieser Kontaktzone darf also durch einen

Plattenkondensator mit dem Plattenabstand [p angenédhert werden. Dessen Energie
betréigt (s. Abschnitt 4.4.1)

@ @
C2.C 2-g-A
Wir diirfen nun zur Orientierung annehmen, dass der stationéire Zustand des Elektro-

nenaustauschs dann erreicht ist, wenn diese elektrische Energie von derselben Gro-
Benordnung ist wie die durch den Ubergang der Elektronen gewonnene Energie,

2, .
Qlp  Q_ 2-& (6 — ) (4.299)

Eq

(4.298)
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Daraus resultiert eine elektrische Spannung von

_Q_Qb
C So-A

Da p, bei allen Materialien im Bereich einiger V' liegt, kann der Betrag dieser Span-
nung Uy auch nicht mehr als einige V' betragen.

Wird nun jedoch der Kontakt zwischen den beiden Proben so schnell aufge-
hoben, dass es wihrend dieses Vorganges nur zu minimalen Umladungsprozessen
kommen kann, so bleibt die Ladung () des als Kondensator angeniherten Proben-
paares erhalten, wihrend sich der Plattenabstand auf einen Wert d > [ vergroflert.
Entsprechend steigt die Spannung U zwischen den beiden Proben auf einen Wert

U="U,- % (4.301)

Uo

=2 () — 1?) (4.300)

Die damit verbundene Energieaufnahme des Systems

E=E,- % (4.302)
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muss von dem physikalischen Objekt aufgebracht werden, das die mechanische Tren-
nung der beiden Proben erzwingt. Da sich der Abstand d zwischen den beiden
Ladungszonen bei diesem Prozess um mehrere Groflenordnung vergroflert, konnen
durch diesen Prozess erhebliche Spannungen auftreten, die oft nur dadurch begrenzt
werden, dass bisher nicht betrachtete Entladungsprozesse einsetzen, z.B. durch Ioni-
sierung der umgebenden Luft.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Physikalische Deutung der Reibungse-
lektrizitét ist noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Reibungselektrizitit ist noch nicht
verfiigbar.)

4.7 Messung elektrostatischer Gréflen (-/-)

In diesem Kapitel werden wir nicht darauf beschrinken zu schildern, wie vorzugs-
weise elektrostatische Groflen gemessen werden kénnen. Wir werden vielmehr einige
der fiir die Durchfithrung grundlegender Experimente der Elektrostatik notwendigen
Apparate oder Elemente behandeln, insbesondere also auch solche zur Erzeugung und
Speicherung (getrennter) elektrischer Ladungen.

(XXX: Der weitere Kopftext des Kapitels Messung elektrostatischer Grifien
ist noch nicht verfiigbar.)

4.7.1 Elektrostatische Spannungsgeneratoren (-/-)

Bevor, historisch betrachtet, mit der Durchfiihrung elektrostatischer Experimente
begonnen werden konnte, bedurfte es eines Apparates zur Erzeugung ausreichend ho-
her elektrischer Spannungen. Hierzu ist es erforderlich, einen Teil der in ein einem
Probekorper vorhandenen elektrischen Ladung unterschiedlicher Polaritéit rdumlich
zu trennen. Als erstem gelang dies Volta durch die von ihm erfundene sog. Influenzma-
schine. SDie arbeitet nach dem Prinzipo der repetetiven (elektrostatischen) Induktion
mit nachfolgender Ladungstrennung.

(XXX: Der weitere, eigentliche Text des Abschnitts Elektrostatische Span-
nungsgeneratoren ist noch nicht verfiigbar.)

4.7.2  Elektrostatische Kondensatoren (-/-)

Bauelemente oder Apparate zur Speicherung elektrischer Ladungen haben wir bereits
im Abschnitt 4.3.1 behandelt und als Kondensatoren bezeichnet. Fiir die geometrisch
besonders einfache Anordnung 2-er planparaller Platten haben wir den Zusammen-
hang zwischen Baugréfie und Kapazitit bereits berechnet (Gl. 4.207).

(XXX: Der weitere, eigentlicheText des Abschnitts Elektrostatische Konden-
satoren ist noch nicht verfiigbar.)
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4.7.8 Das Elektrometer (-/-)

Der entscheidende Unterschied zwischen einem iiblichen Voltmeter der Elektrotech-
nik und Elektronik und einem elektrostatischen Voltmeter oder Elektrometer ist der
jeweilige Strombedarf, bei einem iiblichen Voltmeter angegeben durch seinen sog. In-
nenwiderstand. Da in Versuchsanordnungen der Elektrostatik meist extrem niedrige,
oft kaum messbare Strome auftreten, muss ein hierfiir taugliches Voltmeter ebenfalls
einem extrem niedrigen Strombedarf aufweisen.

(XXX: Der weitere, eigentliche Text des Abschnitts Das FElektrometer ist noch
nicht verfiigbar.)

4.7.4  Die Bestimmung der Elementarladung (-)

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts gelang der physikalischen Forschung ein Durch-
bruch bei dem Verstéindnis des Aufbaus der Atome. Durch eine Reihe von Expe-
rimenten, insbesondere mit geladenen Teilchenstromen im Vakuum (zu dieser Zeit
meist als Kanalstrahlen-Experimente bezeichnet), gelang der experimentelle Nach-
weis der Existenz der Protonen (von mporov (griech.) der erste) und der Elektro-
nen, s. Abschnitt 10.1.1. Damit wurde es mehr als plausibel anzunehmen, dass
die elektrische Ladung @) in der realen Welt nur als ganzzahliges Vielfaches einer
sog. Elementarladung (), auftritt und dass diese mit der elektrischen Ladung des
Elektrons identisch ist. Es bestand daher die Herausforderung, diese Naturkon-
stante experimentell zu bestimmen. Diese Aufgabe loste als erster im Jahr 1909
der amerikanische Physiker Robert Andrews Millikan (* 1868 in Morrison/Ill.(USA);
T 1953 in Pasadena/Cal.(USA)). Seine von ihm selbst in den darauf folgenden Jahren
stindig verbesserten Messergebnisse publizierte er erstmals 1911 ([6]). 1923 erhielt er
fiir diese (und andere) bahnbrechenden Arbeiten den Nobelpreis fiir Physik. Die von
ihm gewihlte Messanordnung wird heute allgemein als Millikan- Versuch bezeichnet
und ist heute immer noch eines der Standardexperimente im Physikalischen Prak-
tikum an Schulen und Universitéiten.

Das Prinzip dieser Methode besteht in der Verfolgung der Bewegung mikro-
skopisch kleiner Oeltropfen in dem homogenen elektrischen Feld.eines Plattenkon-
densators mit Hilfe eines Mikroskops. Die Oeltropfen werden zuvor elektrisch aufge-
laden und unterliegen innerhalb des Kondensators sowohl der elektrischen Wechsel-
wirkung des Kondensatorfeldes als auch der Gravitations-Wechselwirkung der Erde.
Die Reibung der Tropfen in der Luft ist stark genug, um die Tropfen noch inner-
halb der Messstrecke in eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit zu zwingen.
Der Zahlenwert dieser Geschwindigkeit ergibt sich aus der Summe der beiden genan-
nten Wechselwirkungen und aus der Grofle des individuellen Tropfens. Durch eine
geeignete Kombination von Messungen an demselben Tropfen bei unterschiedlichen
Einstellungen des elektrischen Feldes kann dieser individuelle Tropfen-Parameter eli-
miniert werden. Als Ergebnis einer einzelnen derartigen Messung erhiilt man die
Gesamtladung des vermessenen individuellen Tropfens. Wiederholt man diese Mes-
sung ausreichend oft an jeweils anderen Tropfen, so erhélt man eine Gesamtheit {Q;}
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von Einzelmessungen, die sich in n Untergruppen einteilen lassen mit Mittelwerten
(Q>(k), fiir die in guter Néherung gilt

(@™ =k- Qo (4.303)

Wir interpretieren daher dieses Gesamtergebnis als eine Messung der Elementarladung
Qo und deuten den jeweiligen Vorfaktor k als die Anzahl der Elementarladungen, die
sich auf denjenigen Oeltropfen bei der Messung befanden, die.zu dieser Untergruppe
gefiithrt haben. Bereits der in der Erstpublikation von Millikan 1911 angegebene Wert,
der nach Umrechnung auf die heute vorgeschriebenen SI-Einheit C'oulomb

Qo =1,6401-1071-Cb

betrug, wich von dem aktuell anerkannten Wert (s. Kapitel 4.11) nur um 2,4 - %
ab. Danach gelang es ihm, durch umfangreiche Versuchsreihen mit unterschiedlichen
Gasatmosphéren den Einfluss der Reibung noch priziser zu erfassen. Der in seiner
nobel lecture vorgestellte Wert von 1, 5924 - 1071 . C'b lag nur noch um 6, 1- %0 unter
dem o.a. Sollwert.

Moderne Messverfahren fiir () basieren auf anderen Prinzipien, z.B. auf dem
Quanten-Hall-Effekt .

(XXX: Der weitereText des Abschnitts Die Messung der Elementarladung ist
noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Der weitereText des Kapitels Messung elektrostatischer Griffen ist
noch nicht verfiigbar.)

4.8 Elektrostatik des téglichen Lebens (-)

(XXX: Der Kopftext des Kapitels Elektrostatik des tdglichen Lebens ist noch nicht
verfiighar. Er wird auch den nachfolgenden Text enthalten:)

Elektrostatische Effekte treten insbesondere dadurch auf, dass Objekte mit
einer Uberschussladung belegt werden, die sich bei ausreichender elektrischer Leit-
fahigkeit innerhalb einer endlichen Zeit auf der Oberfliiche dieser Objekte verteilt.
Dabher ist die Stirke der mit dieser elektrostatischen Aufladung verkniipften Effekte
meist proportional zur Oberfliche der Objekte und nicht etwa proportional zu deren
Volumen. Daher sind eine Reihe der nachfolgend behandelten Effekte insbesondere bei
kleinen Teilchen von Bedeutung und werden daher insbesondere in Zusammenhang
mit Fragestellungen der Grenzfléichenphysik (Abschnitt 8.1.18) diskutiert.

Ich beginne dieses Kapitel mit den elektrostatisch dominierten Effekten in der
Natur und schildere danach einige technische Anwendungen der Elektrostatik sowie
einige durch elektrostatische Effekte bedingte Probleme in der technischen Welt.
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4.8.1  Elektrostatik der Erdatmosphdre (-)

Uns allen sind Vorgénge innerhalb der Erdatmosphiére, die ihre Ursache in elektro-
statischen Mechanismen haben, unter dem Namen Blitz und Donner wohlbekannt:
Unter geeigneten Bedingungen entstehen in Hohen ab ca. 600-m und bis zu mehreren
km Wolkenformationen von einigen km lateraler Ausdehnung, die sich teils inner-
halb einer derartigen Wolke, teils von Wolke zu Wolke und relativ zum Erdboden
auf unterschiedliche elektrische Potenziale aufladen. Die hierbei auftretenden Poten-
zialdifferenzen kénnen bis zu einigen 107 - V betragen. Treffen mehrere derartige
Wolkenformationen auf einander, so kommt es nicht nur zu i.a. heftigen Regenfillen,
sondern insbesondere zu elektrischen Entladungsvorgéingen von jeweils nur kurzer
Dauer (im Bereich von 107* - s bis 1072 - 5), aber mit z.T. spektakuléiren (s. Abb.-
en 6 und 7) und fiir Mensch, Tier- und Pflanzenwelt immer gefihrlichen Begleiter-
scheinungen. Das Gesamtgeschehen bezeichnen wir als Gewitter und jeden einzelnen
Entladungsvorgang als einen Blitz.

Abb. 6 (a) Blitzeinschlag in den Eiffelturm am 03.06.1902

(Quelle: Das Photo stammt aus der Wikimedia Commons; Erstpublikation M.G.Loppé,
Bulletin de la Societé Astronomique de France, Mai 1905)

(b) Blitzeinschlag in den Schweizer Bergen, aufgenommen 2012 vom Sturmchasing Verein
Schweiz; \Uscvs, Reproduktion mit frdl. Genehmigung der Autoren)

Blitzentladungen verlaufen zum einen von einer Wolke bis zur Erdoberfléche
(Erdblitz), aber auch zwischen unterschiedlich aufgeladenen Wolken ( Wolkenblitz).
Fiir beide Verldufe finden wir auf beiden Aufnahmen der Abb. 6 Beispiele. FErd-
blitze verlaufen i.a. von der untereren Begrenzung der Wolke zum Erdboden; sie
konnen aber auch von dem oberen Bereich der Wolke ausgehen. Die Einzelheiten
dieser Vorgiinge sind bis heute noch nicht vollstéindig verstanden. Erste Uberlegun-
gen und Untersuchungen zu diesem Phénomen fiihrte Franklin etwa ab 1750 durch.
Im Zuge dieser Arbeiten gelang ihm 1752 die Erfindung des Blitzableiters. Die ak-
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Abb. 7 Gewitter iiber Simon’s Town/Kapstadt (Republik Siidafrika)
(Quelle: http://berendlange.com ; Fotograph Stephan Cruickshank)

tuelle Blitzforschung konzentriert sich insbesondere auf die Aufkldrung der 1. Phase
des Gesamtvorgangs Blitzentladung, nimlich der Bildung von Stromkandlen, s. Ab-
satz S. 561.

Die geographischen Gebiete auf der Erde mit der hochsten Gewitterrate sind
die Tropen. Allerdings sind sie dort fiir Mensch und Tier weniger gefiihrlich als die
in den mittleren Breiten auftretenden Gewitter. In den Tropen sind nimlich die
Gewitterwolken bis in besonders grofle Hohen ausgedehnt, und die Blitzentladungen
laufen fast ausschliefllich zwischen den verschiedenen Wolken ab und erreichen nur
selten den Erdboden.

Die elektrostatische Aufladung von Gewitterwolken (-)

Wir diskutieren nun die Frage, warum gerade die wegen dieses Verhaltens als Gewit-
terwolken bezeichneten Wolken, und nur diese, dazu neigen, sich derart stark elek-
trostatisch aufzuladen, dass es zu Blitzentladungen kommt.

Wolken dieses besonderen Typs sind meist die Folge starker lokaler Aufwinde
insbesondere an heiflen Sommertagen (s. Abschnitt 8.7.3) sowie einer hohen relativen
Feuchte (s. Abschnitt 8.1.14) der bodennahen Luft. Da Wasser eine niedrigere
Molekiilmasse hat als Stickstoff und Sauerstoff, sinkt die Dichte von Luft mit zunehmender
Feuchtigkeit. Daher steigt lokal erwiéirmte feuchte Bodenluft i.a. deutlich hoher in
die Atmosphire als trockene. Auflerdem wird mit Einsetzen der Kondensation die
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Abkiihlung infolge der frei werdenen Kondensationsenergie zusitzlich verlangsamt.
Dank all dieser Effekte reichen Gewitterwolken leicht bis in Hohen der Grofienordnung
10 - km. Durch Wetterbeobachtung belegt ist heute eine enge Korrelation zwischen
dem Gehalt an Eiskristallen in einer Wolke und ihrer elektrostatischen Aufladung.
Vermutlich besteht daher der Primér-Mechanismus der Aufladung in Reibungsvorgéin-
gen innerhalb der Wolke, z.B. zwischen den Eiskristallen und der umgebenden Luft,
oder zwischen aufsteigenden sehr kleinen und absinkenden grofleren Eiskristallen.
Reibungseffekten zwischen der Wolke und anderen Luftschichtungen auflerhalb der
Wolke sind dagegen vermutlich nur von untergeordneter Bedeutung.

Im Resultat ist meist der obere Teil einer Gewitterwolke positiv gegeniiber
ihrem unteren Teil aufgeladen. Dieser untere Wolkenrand ist dann gegeniiber dem
Erdboden negativ aufgeladen. Diese Differenz des elektrostatischen Potentials kann
Werte bis zu

~ 7
|UWolkcnrand - UErdbodcn| ~ 10" -V

erreichen.

Die Entstehung von Blitz und Donner (-)

Wie wir aus den voraus gegangenen Abschnitten bereits gelernt haben, sind die typi-
schen Werte fiir das elektrostatische Feld der Atmosphiire in einem Gebiet mit einer
oder mehreren Gewitterwolken

|UWolkcnrand - UErdbodcn| ~ 107 -V 5 |hWolkcnrand - hErdbodcn| ~ 103 -m (4304)

Die mittlere elektrische Feldstéiirke in diesem Bereich der Atmosphére betrigt dem-

nach

v
£ ~10* . — (4.305)
m

Sie liegt also um den Faktor 10? unter dem Erfahrungswert fiir die sog. Durchschlag-
Feldstérke in feuchter Luft von
Ep-bnn. 2310 v
m
s. Abschnitt 8.3.7. Dieser Wert ist durch eine Vielzahl von im Labor generierten
Funken-Entladung bestétigt. Als die Blitz-Entladung unterstiitzend kommt sicher-
lich hinzu, dass mit zunehmender Kondensation innerhalb der Wolke sich der untere
Rand der Wolke in Richtung Erdboden absenkt. Dennoch ist es alles andere als offen-
sichtlich, iiber welchen Prozess die Entladung zwischen Wolke und Erdboden (oder
auch von Wolke zu Wolke) ausgelost wird.
Die aktuelle Forschung hat heute (2013) weitgehend die von Alexandr Vik-
torovich Gurevich (* 1930 in Moskau; heute Leiter des Moskau Institute of Physics
and Technology) 1992 aufgestellte Hypothese der Blitz-Initiierung durch den sog.
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run-away-Elektronenprozess akzeptiert. Dieser Prozess basiert auf der theoretisch be-
griindeten und experimentell bestéitigten Tatsache, dass der Wirkungsquerschitt fiir
die Streuung schneller Elektronen in Luft mit der Elektronengeschwindigkeit wohl
zunichst (wie erwartet) zunimmt, ab einer gewissen kritischen Geschwindigkeit vy
aber wieder und immer stérker abnimmt. Sobald also in einem betrachteten Volu-
men ein ausreichend starkes elektrisches Feld vorherrscht und zusitzlich eine Quelle
fiir einige Elektronen mit einer Geschwindigkeit v > vy existiert, tritt eine lawinenar-
tige Verstiarkung dieses Teilchenstroms auf: Die Elektronen werden durch das elek-
trische Feld weiter beschleunigt, stoflen gelegentlich mit den Molekiilen der Luft und
erzeugen dabei weitere Elektronen, die sich ihrerseits an diesem Beschleunigungs- und
Sto3prozess beteiligen. Im Ergebnis entsteht in diesem Volumen ein heifles Plasma,
das einen sehr niedrigen elektrischen Widerstand besitzt. Man schéitzt fiir die Tem-
peratur in diesen Plasmen einen Wert von

T(Plasma) ~ 3-10* - K

Im Fall der Auslosung von Blitzen in der Erd-Atmosphére nimmt man als Quelle fiir
die Erzeugung der als Ausloser wirkenden hochenergetischen Elektronen die kosmi-
sche Strahlung an, die stindig aus dem Weltall kommend unsere Erde erreicht, s.
Abschnitt 10.4.1. Seit 2001 glaubt man, eine experimentelle Bestitigung dieser Hy-
pothese gefunden zu haben: Da gelang es nidmlich erstmals, die bei diesen Prozessen
entstehende Bremsstrahlung in Form von ~-Strahlung nachzuweisen.

Das Ergebnis dieser 1. Phase der Entstehung eines sog. Erdblitzes ist also
die Umwandlung der atmosphérischen Luft in ein heisses Plasma, jedoch zunichst
begrenzt auf einige nicht zusammenhingende Teilvolumina des Bereichs zwischen
Wolkenunterrand und Erdboden. Die Lingsausdehnung dieser Bereiche istt jedoch
bereits bevorzugt in der Richtung des maximalen Feldgradienten orientiert. Wegen
des relativ niedrigen elektrischen Widerstands innerhalb dieser Plasmen bricht die
Potenzialdifferenz in diesen Volumina weitgehend zusammen. Dadurch steigt aber
die elektrische Spannung zwischen 2 benachbarten Plasmavolumina entsprechend an
und bevorzugt hieriiber die Bildung eines Plasmas auch in diesen Zwischenbereichen.
Unter geeigneten Bedingungen bildet sich wihrend dieser 2. Phase ein von der Wolke
bis zum Erdboden reichender durchgehender Stromkanal. Anderenfalls verloscht das
Plasma in den zuniichst gebildeten Teilvolumina wieder. Sobald sich aber ein durchge-
hender Stromkanal mit ausreichend niedrigen elektrischen Widerstand gebildet hat,
setzt der makroskopische Entladungsprozess der Wolke zum Erdboden ein. Der elek-
trische Strom erreicht wihrend des Entladungsvorgangs von einigen ms Werte der
Groflenordnung

Imax = (2.... 6)-10%- A

Hierbei steigt die Temperatur des den Stromkanal bildenden Plasmas nochmals stark
an. Der Stromkanal erreicht einen Durchmesser von etwa

D(12 - mm
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Dieser von statistischen Effekten dominierte Prozess der Bildung eines Stromkanals
erklirt zwangsliufig, wieso ein Blitz meist noch nicht einmal annihernd geradlinig
von der Wolke bis zum Erdboden verlduft.

Die Bildung des Stromkanals und die iiber ihn ablaufende Entladung der Wolke
fithren zu einem extremen Anstieg der Temperatur und des Drucks der in diesem
Kanal enthaltenen Luft und zwar innerhalb der Blitzdauer der Gro8enordnung 1073 s.
Danach gleicht sich zunéchst der enorme Druckunterschied durch radiale Expansion
dieses Luftschlauchs aus. Diese Expansion erfolgt in die umgebende Luft hinein
und zwar zuniichst mit Uberschallgeschwindigkeit. Dieser Teil des Expansionsvor-
gangs wird daher von einem externen Beobachter als Knall wahrgenommen, analog
zum Uberschallknall, den ein mit Uberschall vorbei fliegendes Flugzeug erzeugt. Mit
zunehmender Entfernung von der Schallquelle, dem Blitz, verschmiert diese Stofiwelle
auf Grund der Schalldispersionzu einem sekundenlangen Rumpeln, das wir als Don-
ner bezeichnen. Aus der wahrgenommenen zeitlichen Verzoégerung zwischen Blitz
und zugehorigem Donner kann daher auf die Entfernung zwischen dem Blitz und
dem Beobachter geschlossen werden.

Der Blitzableiter (-)

Seit den bahnbrechenden Arbeiten von Benjamin Franklin gibt es technische Vorrich-
tungen zum bestmoglichen Schutz von Gebéduden und technischen Anlage vor einem
Blizeinschlag. Derartige Anlagen bezeichnet man heute normgerecht als Blitzschutzsys-
teme. Dessen wichtigstes Element ist der eigentliche Blitzableiter, ein elektrisch lei-
tender Stab, der meist an seinem oberen Ende zu einer Spitze verjiingt ist und an
einer exponierten Stelle des zu schiitzenden Gebdudes senkrecht montiert ist. Dieser
Blitzableiter ist iiber ein elektrisch leitendes Kabel mit dem Erdboden verbunden.
Dieses Kabel wird vollstéindig an der Auflenseite des Gebiudes verlegt und hat eine
ausreichend hohe elektrische Leitfahigkeit, die sicherstellt, dass das Kabel im Fall
eines Blitzeinschlags nicht zerstort wird, s. hierzu Aufgabe 18 aus Heft 8 (Thermo-
dynamik).

Lange Zeit vertrat man die Auffassung, dass die Schutzfunktion des Blitz-
ableiters darin besteht, einen Blitzeinschlag in das Haus dadurch zu verhindern, dass
der Blitz den Weg iiber den Blitzableiter wihlt. Dieser Weg ist nicht nur wegen
des niedrigen elektrischen Widerstands des Blitzableiterkabels begiinstigt, sondern
insbesondere durch die besondere elektrostatische Funktion der Blitzableiterspitze:
Sobald die Luft im Umfeld des Blitzableiters infolge der Gewittersituation auf ein
gegeniiber dem Erdboden deutlich unterschiedliches elektrisches Potenzial aufgeladen
ist, erreicht die elektrische Feldstéirke um die Spitze herum relativ hohe Werte. Das
fithrt im Bereich der Spitze zu ersten Korona-Entladungen, und die Luft wird in
diesem Bereich partiell ionisiert und damit elektrisch leitend. Dadurch wird der
gesamte Bereich um die Spitze des Blitzableiters herum zu einer fiir die Bildung eines
Blitz-Stromkanals begiinstigten Zone.
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Diese Interpretation hat sicherlich eine gewisse Berechtigung. Heute geht man
jedoch davon aus, dass eine andere Funktion von zumindest gleichwertiger Relevanz
fiir die Schutzfunktion ist: Der Blitzableiter erzwingt im Bereich seiner Aulenhaut
(von der Spitze bis zum Erdboden) das elektrische Potenzial 0 - V. Daher ist auch
die elektrische Feldstidrke £ in der unmittelbaren Umgebung um den Blitzableiter
herum besonders klein. Die spontane Bildung von Plasmabereichen nach dem o.a.
Bildungsprozess wird in der Umgebung des Blitzableiters deutlich unterdriickt.

Als Orientierung geht man heute davon aus, dass der gesamte Bereich, der
sich in der Halbkugel befindet, die durch den Erdboden als Grundfliche und die
Blitzableiterspitze als Zenith gebildet wird, als von dem Blitzableiter geschiitzten
Raum angesehen werden darf. Technische Anlage, in deren unmittelbarer Niihe keine
hohen elektrischen Strome unkontrolliert flielen sollten, sichert man daher héufig in
der Weise, dass man mehrere Blitzableiter um die Anlage herum aufstellt, wihrend
die Anlage selbst keinen Blitzableiter tréigt, s. Abb. 8. Diese Abb. zeigt eine startbe-

Abb. 8 Startplatz ELA-3 des Centre Spacial Guyanais in Kourou/dép. Guyane (Frankre-
ich) mit einer startbereiten Ariane 5
(Quelle: ESA/ PR No. 26-2013

reite Ariane-5-Rakete auf ihrem Startplatz im Raumfahrtzentrum in Kourou. Die zu
schiitzende Rakete selbst ist nicht elektrisch mit einer Blitzschutzanlage verbunden.
Sie wird passiv geschiitzt durch die 4 Blitzschutztiirme, die um sie herum postiert
sind und deutlich hoher sind als die zu schiitzende Rakete.

4.8.2  Der elektrostatische Kopierer (-)

Elektrostatische Kopiergeréte sind aus unserem téglichen professionellen und privaten
Leben kaum noch fort zu denken, auch wenn sie zumindest im Bereich der PC-Drucker
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mehr und mehr durch die sog. Tintenstrahl-Drucker (engl. ink jet) verdriingt werden.
Ihr Funktionsprinzip ist in der Abb. 9 skizziert: Die zu kopierende Bildinformation

zur Fixierstation ) —
Léschkorotron

(AC-Corona)

Umdruckstation:

Reinigungseinheit
Papierbahn

Ladekorotron

LED-Zeichen-
generator

y

Regelung

Potential-Sensor

Abb. 9 Funktionsprinzip des elektrostatischen Kopierverfahrens
(Quelle: Dieses Bild basiert auf dem Bild Elektrofotographie Prozess.png aus der freien
Enzyklopadie Wikipedia und steht unter der GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation)

liegt i.a. in Form eines bedruckten Papierblattes vor. Diese wird durch ein optisches
System, z.B. durch eine zeilenweise arbeitende Abtastanordnung, auf die Oberfléiche
einer Zylinder-Trommel abgebildet, die mit einer photoleitenden Schicht beschich-
tet ist. Als photoleitend bezeichnet man Materialien, deren spezifische elektrische
Leitfihigkeit ohne Lichteinfall sehr niedrig ist, in Folge einer Belichtung aber stark
ansteigt. Insgesamt lduft der Kopierprozess etwa in folgenden Schritten ab:

1.

2.

Gleichmifliges Aufladen der Trommel-Oberfléiche;

Ubertragen des zu kopierenden Bildes von der Vorlage auf die Bildtrommel (als
Ladungsbild);

Entwickeln des Ladungsbildes in ein Farbtoner-Bild;

Ubertragen des Tonerbildes von der Bildtrommel auf das Kopiermaterial (Pa-
pier oder Folie);
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5. Fixieren der von der iibertragenen Tonerstruktur gebildeten Bildkopie;

6. Reinigung der Bildtrommel von den Toner-Resten.

Der Schritt (1) erfolgt durch die in der in der Abb. 9 als Ladekorotron be-
zeichnete 2-Elektroden-Station, die aus einem Gitter und der Bildtrommel.gebildet
wird. Bei einer Spannungsdifferenz zwischen den beiden Elektroden von der Grofien-
ordnung 5 - kV brennt in dieser Kammer eine Korona-Entladung (s. Abschnitt 8.3.7),
und die Oberfléiche der Bildtrommel wird gleichméfig mit einer Oberflichenladung
belegt.

Im Schritt 2 wird das Bild der Vorlage auf die Trommel-Oberfliche optisch
abgebildet. Die photoleitende Schicht wird dadurch partiell leitfihig und es entsteht
ein Ladungsbild der Bildvorlage: An deren hellen Stellen wird die Oberflichenladung
weitgehend abgebaut, an deren dunklen Stellen bleibt sie dagegen erhalten.

(XXX: Der an dieser Stelle vorgesehene weitere Text ist noch nicht verfiigbar.)

Die technische Entwicklung derartiger Verfahren und Gerite begann etwa 1935
bei der deutschen Firma Agfa in Leverkusen und in etwa zeitgleich in den USA
durch den (damals noch) Jurastudenten Chester Floyd Carlson (* 1906 in Seat-
tle/Wt(USA); T 1968 in New York/NY(USA))(XXX: prizisieren). Mit Ausbruch
des 2. Weltkrieges wurde zumindest bei der Agfa in Deutschland die Entwicklung
unterbrochen. Die dort vorhandenen technischen Unterlagen und die dazu gehoéren-
den Patente wurden mit Ende des Krieges als Kriegsbeute in die USA transferiert
und an die amerikanische Firma Haloid in Rochester (NY/USA) verkauft, die bis
dahin im wesentlichen Photopapiere herstellte. Diese erwarb 1947 zusitzlich vom
Batelle Memorial Institute in Columbus/Ohio(USA) die Lizenz fiir die Carlsonschen
Patente und entwickelten das Konzept bis zur Marktreife weiter. 1949 brachte die
Fa. Haloid den ersten elektrostatischen Kopierer Xeroxr Model A auf den Markt. Die
von ihr gewihlte Bezeichnung Xerox leitet sich aus den griechischen Wortern (epoo
(trocken) und ypageiv (schreiben) ab.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Der elektrostatische Kopierer ist noch
nicht verfiigbar.)

4.8.8  Elektrostatische Spriihvorrichtungen (-/-)

(XXX: Der Text des Abschnitts Elektrostatische Spriithvorrichtungen ist noch nicht
verfiigbar. )

4.8.4 FElektrostatische Probleme in Produktionsbetrieben (-/-)

In diesem Abschnitt werde ich eine Klasse von Problemen diskutieren, die an techni-
schen Anlagen z.B. zur Herstellung und Verarbeitung chemischer Produkte entstehen
konnen, und deren gemeinsames Merkmal darin besteht, dass die primére diese Pro-
bleme auslosende Ursache aus den elektrostatischen Eigenschaften der beteiligten Ma-
terialien resultiert. In den meisten Fillen handelt es sich um Probleme, die aus dem
Grundphénomen der Reibungselektrizitéit resultieren, die wir bereits im Abschnitt 4.6
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behandelt haben. Hiermit muss immer dann gerechnet werden, wenn zumindest einer
der beteiligten Partner, z.B. das Herstellungsprodukt, eine relativ niedrige elektrische
Leitfihigkeit besitzt, und wenn hohe Relativgeschwindigkeiten zwischen diesem Part-
ner und einem weiteren, an diesem Prozess beteiligten System auftreten. Als Folge
davon treten relativ hohe Spannungsdifferenzen in dem Gesamtsystem auf, die sich
dann unkontrolliert entladen kénnen. In harmloseren Féllen verdndern sich durch
diese elektrostatischen Aufladungen die Bedingungen des Herstellungsprozesses, z.B.
durch Verklumpung von Pulvern oder deren unerwiinschtes Haften an Behélterwén-
den etc. . Bei der Herstellung oder Verarbeitung von Folien kénnen sich die Laufeigen-
schaften des Folientransports insbesondere beim Abwickeln oder Aufwickeln so stark
verindern, dass es nicht mehr gelingt, den eigentlichen Prozess sicher zu beherrschen.
Im schlimmsten Fall konnen diese unkontrollierten Entladungsvorginge Brinde oder
(bei entsprechend kritischen Herstellungs- oder Zwischenprodukten) Explosionen aus-
losen. Die sichere Beherrschung dieses Problematik ist ein wichtiges Aufgabengebiet
der Verfahrenstechnik.

Staubexplosionen (-/-)

(XXX: Der Text des Absatzes Staubexplosionen ist noch nicht verfiigbar.)

Elektrostatische Aufladung schnell laufender Maschinenteile (-)

Ein auch aus dem téglichen Leben wohl bekannter Mechanismus der elektrostati-
schen Aufladung ist das schnelle Gleiten oder Abrollen 2-er Korper (z.B. Maschinen-
teile) auf einander: Bei entsprechender Auswahl der Materialien fiir Kleidung und
Stuhlpolsterung kann man die beiden Reibpartner Mensch und Stuhl durch ein Hin-
und Her-Rutschen auf einem Stuhl auf Spannungsunterschiede der Grofienordnung
103 - V aufladen, so dass bei einer anschlieflenden Anniiherung z.B. eines Fingers an
die Stuhl-Polsterung Spitzen-Entladungen iiber einen Luftabstand der Groflenord-
nung 1 - mm erzeugt werden konnen. Bei dem gerade geschilderten System Mensch
und Stuhl kommt es i.a. nur zu unangenehmen, aber nicht gefihrlichen Vorgéingen.
Ein dhnlicher Mechanismus ist jedoch im Grundsatz an jeder schnell laufenden Mas-
chine moglich und kann hier zu gefihrlichen Entladungsvorgéingen fiithren.

(XXX: Der weitere Text des Absatzes FElektrostatische Aufladung schnell laufender
Maschinenteile ist noch nicht verfiigbar. In ihm wird auch der nachfolgende Text
aufgehen:)

In besonderem Masse kritisch fiir derartige Effekte ist die Produktion von
konventionellen photographischen Filmen und Papieren (s. Abschnitt 11.13.2). Der
Produktionsprozess besteht aus der Beschichtung einer mehrere m breiten und mehrere
1000-m langen Folie auf der Basis von Cellulose bzw. Papier. Die Transportgeschwin-
digkeit bei diesem Prozess betrégt heute 100 - 2 und mehr! Da es sich um extrem
lichtempfindliche Materialien handelt, verlduft der eigentliche Produktionsprozess in
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volliger Dunkelheit, und es muss jeder geringste, mit der Erzeugung von Licht ver-
bundene Entladungsvorgang sicher verhindert werden. Anderenfalls detektiert man
an dem fertigen Produkt nach seiner vorgesehenen Verwendung zusétzlich zu dem
aufgenommenen Photo typische optische Strukturen, die als Verblitzungen bezeich-
net werden. Die entsprechende Produktcharge ist dann i.a. unverkiuflich.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts FElektrostatische Probleme in Produk-
tionsbetrieben ist noch nicht verfiigbar.)

(XXX: Der weitere Text des Kapitels FElektrostatik des taglichen Lebens ist
noch nicht verfiigbar.)

4.9 Tipps, Tricks und Spezialitéiten (-)

(XXX: Der Kopftext des Kapitels Tipps, Tricks und Spezialititen ist noch nicht
verfiigbar.)

4.9.1 Nutzen/Grenzen der Fourier-Darstellung v. x(t) (-/-)

(XXX: Der Text des Abschnitts Nutzen/Grenzen der Fourier-Darstellung v. x(t) ist
noch nicht verfiigbar.)

4.9.2  Verhalten im Freien bei Gewitter (-)

Grundsiitzlich ist der Aufenthalt von Mensch und Tier bei drohendem Gewitter im
Freien nach Moglichkeit zu vermeiden. Die bei jedem Blitzeinschlag im Stromkanal
selbst, aber auch in seiner unmittelbaren Nachbarschaft auftretende Zerstorung stellt
fiir jedes Lebewesen eine iiberlebensgefihrdende Gefahr dar. Gegen diese unmittel-
bare Bedrohung gibt es daher auch kaum Gefahren mindernde Verhaltens-Vorschliige.
Unbestritten ist, dass in vertikal wenig strukturierten Gegenden, also z.B. auf einer
grofleren Wasserfliche oder auf einer flachen Ebene mit wenig Baumbewuchs, der
Blitzeinschlag wesentlich hiufiger in die wenigen verbleibenden hohen Objekte erfolgt
als in den vollig flachen Restbereich des Geléindes. Man reduziert also signifikant das
Risiko eines Blitzeinschlags in unmittelbarer Nihe der eigenen Position, wenn man
diese wenigen hohen Objekte meidet. In einem Segelboot auf dem Wasser sollte man
daher, wenn moglich, den Mast legen. An Land sollte man sich nicht unter einen
Baum stellen, ob Eiche oder Buche macht entgegen dem Volksmund an dieser Stelle
keinen Unterschied. Vielmehr sollte man eine Stelle aufsuchen, die méglichst weit
von dem nichsten Baum entfernt ist.

Wir diskutieren nun den Fall, dass ein Blitz in einer Entfernung von uns ein-
schléigt, bei der uns der primére Stromkanal nicht mehr unmittelbar gefiihrden kann.
Nur dann haben wir eine Chance, mit einem blauen Auge davonzukommen. Jetzt gilt
es zu bedenken, dass die elektrische Ladung, die mit einem in den Erdboden abgelei-
teten Stromimpuls mit einem Spitzenwert der GréBenordnung 2 - 10* - A verbunden
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ist, von dem Erdreich nicht lokal aufgenommen und neutralisiert werden kann, son-
dern sich iiber einen grofleren Flidchenbereich verteilt. In der ndheren und weiteren
Umgebung um den unmittelbaren Blitzeinschlag herum tritt also kurzzeitig ein Sys-
tem von oberflichennahen Flichenstromen auf und damit verbunden ein System von
Spannungsabfillen entlang dieser Strome. Hierbei kénnen auf einer Lénge von 1 -m
durchaus Spannungsdifferenzen von mehreren 100 - V' auftreten. Wiirde man sich
also, wie oft zu lesen, flach auf den Boden legen, wire man durch dieses von den
Ableitungsstromen im Erdreich erzeugte Spannungsfeld ernsthaft gefihrdet, sobald
nur der Blitz in nicht allzu grofler Entfernung eingeschlagen hat. Man sollte sich also
nicht hinlegen, sondern moglichst tief gebeugt auf den Boden hocken und dabei die
Fiile moglichst dicht neben einander stellen, um die Messlinge, mit der unser Kérper
dieses Spannungsfeld abtastet, so klein wie moglich zu machen. Die Abb. 10 zeigt
eine Demonstration dieser Korperhaltung. Groflere vierbeinige Tiere, z.B. Pferde

Abb. 10 Demonstration der richtigen "Gewitterhaltung" im Freien
(Quelle: ®Hit-Radio FFH, 61111 Bad Vilbel; Reproduktion mit frdl. Genehmigung der
Redaktion)

oder Kiihe, sind daher bei Gewitter im Freien ernsthaft gefihrdet. Daher verhalten
sie sich (auch im Stall) entsprechend nervs, sobald sie ein Gewitter wahrnehmen.
Ich muss zugeben, die in der Abb. 10 gezeigte Haltung ist etwas unbe-
quem. Wesentlich angenehmer verbringt man sicherlich ein Sommergewitter im In-
neren eines durch einen guten Blitzableiter (s. Absatz S. 563) geschiitzten Hauses,
trennt alle gegen Uberspannungen empfindlichen elektronischen Geriite vom Strom-
netz (nicht nur ausschalten), setzt sich nicht in die unmittelbare Nihe der vom Blitz-
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ableiter zum Erdboden fiihrenden Leitung und verbringt den Abend in aller Ruhe
z.B. bei einem Glas guten Rotweins.

(XXX: Der weitere Text des Kapitels Tipps, Tricks und Spezialititen ist noch

nicht verfiigbar.)

4.10 Aufgaben (-)

1.

Beweise unter ausschliellicher Verwendung der Definition 119 fiir die Multipli-
kation zweier komplexer Zahlen die Sétze 120 und 121.

. (XXX: Der Text der an dieser Stelle vorgesehenen Aufgabe ist noch nicht ver-

fiigbar.)

2 identische Korper der Masse M und der elektrischen Ladung () werden aus
dem Unendlichen auf einen Abstand Ar an einander angenihert. Bestimme
das Verhiltnis der beiden hierdurch bewirkten Energieinderungen, die auf der
elektrostatischen Wechselwirkung einerseits und der Gravitation andererseits
beruhen.

Bei der Berechnung der Feldenergie eines Plattenkondensators im Abschnitt
4.4.3 wurde der Beitrag des sog. Streufeldes durch den dimensionslosen Geome-
triefaktor g beriicksichtigt, s. Gl. 4.251 und es wurde angenommen, dass dieser
Faktor i.a. sehr nahe bei 1 liegt, d.h.

(9-1) <1 (4.306)

. Schiitze diese Grofle grob zu groflen Werten hin ab, ohne die fiir dieses System
geltenden Differenzialgleichungen (Gl.-en 4.183 und 4.184) explizit zu losen.
Nimm zur Vereinfachung der Rechnung an, dass die Platten des Kondensator
kreisférmig sind.

. 2 Korper seien auf die Ladung +@Q bzw. —(@ aufgeladen und befinden sich

in einem Ausgangsabstand Ary von einander. Berechne die Energie, die er-
forderlich ist, um diese beiden Korper vollig von einander zu trennen. Berechne
im Vergleich dazu die Energie eines Kugelschalen-Kondensators, also einem
kugelfsrmigen Korper (1) mit dem Radius Arg und der Ladung +() und einer
Kugelschale vom Radius Ar; > Arg um diesen Kérper herum, die die Ladung

—( trigt.

. (XXX: Der Text weiterer Aufgaben ist noch nicht verfiigbar.)
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4.11 Zahlenwerte (-/-)

(XXX: Der Text des Kapitels Zahlenwerte ist iiberwiegend noch nicht verfiighar. In
ihm werden die nachfolgenden Tabellen aufgehen.)
Einige Naturkonstanten

Bezeichnung Kennz. Zahlenwert Quelle
Vakuum-Dielektrizitiatskonstante &g 8,85418782 - 10712 . 2=
Elementarladung Qo 1,60217649 - 107 - A - s [3] in Heft 15

(XXX: Die Daten weiterer Zahlenwerte sind noch nicht verfiigbar.)
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